562 MEMOIRES BE L'AciDEMIE Roraite

SUPPLEMENT

Oi: Pon fait yoir que les Equations aux différences

- ordinaires , pour lefquelles les conditions d’intés
grabilité ne fonr pas fatisfaites, fons Jufteptibles
d’une vériiable intégration, & que c’eft de cette
mtégration que dépend celle des équations aux
differences partielles dlevées.

Par M. MongE
I.

N fait que . tautes les équations aux différences
ordinaires 3 deux variables , appartiennent a des
courbes réelles. En effet, pour le premier ordre, elles
peuvent toutes, excepté une feule, étre mifes fous Ia
forme M dx —~+ Ndy — o0; & par conféquent, étant
pris un point i volonté, c'eft-a-dire, étant données les
valeurs de x & de yy on peut toujours trouver par cette
équation linclinaifon "de {3 tangente 4 la courbe en ce
point, ou, ce qui revient au méme, trouver la direction
du point décrivant, parce que cette direction eft déter
minée par le rapport de dy a dx, que donne cette équa-
tion. Pour le fecond ordre, toutes les équations 3 deux
variables , excepté une feule, peuvent étre mifes fous Ia
forme Lddy 4+ Mdidy 4~ N — o, L, M, N,
renfermant les variables avec leurs différences premiéres.
Ainf, étant donné un point 2 volonté, & la direction
dy
dx A
& faifant {a valeur de 4 d %, une hypothéfe arbitraire, ce
dont on eft le maitre ; il eft toujours poflible, au moyen de

de la tangente en ce point, ce qui détermine x, y,
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T'équation différentielle, de trouver la valeur de 44 7, &
par conféquent, le changement de direction que ie point
décrivant éprouve dans cet endroit de la courbe, ou, ce
qui revient au méme, de trouver le rayon de courbure
de la courbe. I en eft de méme des ordres fupérieurs.

' Lorfque les équations différentielles du premier ordre
renferment plus de deux variables, on peut les divifer
en deux clafles; les unes, comme les fuivantes, -

dit = a' (dx* 4~ dy’),
2 (dx’ — dy —— di) — & (dx* dy'),
font élevées par rapport aux différences, & elles font

toutes regardées comme abfurdes ; les autres peuvent étre
ramenées i Ja forme linéaire

Ldx +— Mdy 4 Ndg... — o,
dans Jaquelle les coéfficiens L, M, N. ... peuvent ren-<
fermer les variables fous des radicaux; & parmi ces der-
niéres, celles qui ne fatisfont pas a certaines conditions,
font encore regardées comme abfurdes. Le nombre des
conditions dont il s'agit ici, eft toujours égal au nombre
des variables, moins deux ; par exemple, pour le cas de
trois variables, {i 'équation différentielle eft mife fous Ia
forme d7 — pdx - gdy, I'équation de condition
d[’ — ‘19 ’ 7 '
eft ( ¢ = (/. que Yon peut développer dc Ia
maniére {uivante 3
: aM dN : dN ,dL 4
L[(dz), - (d;}] +M[{d,)""' (dz/]'
' ) : dL daM
+ N[(J_y) - (dx)] — 0

Pour le cas de quatre variables, fi I'"équation différentielle
eft mife fous a forme dg = pda —- gdx —— rdy,
kes conditions font

oy ddp gy ddyg
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ddp ___ ddr o
{dxdy)—.— Judx)’
& on peut les développer comme dans le cas précédents
S'il y a cinq variables, & que Téquation différentielle
foit fous Ia forme dg = pdv -~ gdu —— rdx —- sdy¢
les trois conditions font

. d? 7 d* g
( dudxdy ) ( dvdasdy }'

et . d3 7 . d3 r .
{dudxd_y ) - ( dvdudy }'

. d3 ? . d? s . -
(dudxdy } - ( dvdudx }'

& ainfi de fuite, pour un plus grand nombre de variabless

Je me propofe de faire voir qu'il n’y a aucune équation
différentieile qui foit abfurde, fi toutefois I'on entend
par le mot quelle exprime, une propriétd impofiible ,
imaginaire ,e..... &c. Je ferai voir que toutes les équations
différentielles expriment des propriétés réelles, foit qu'elles
fatisfaffent ou non aux conditions que je viens de rapporter;
je montrerai qu'elles font toutes fulceptibles d’une véritable
intégration, & pour jeter.fur cette matiére un plus grand
jour, jexpoferai ce que fignifient, dans I'efpace, celles
qui font A trois variables.

1L

DE toutes les équations aux différences ordinaires duw
premier ordre, & i deux variables , il n'y en a qu’une
feule qui ne foit pas linéaire , & cette équation eft

Mdx™ . N'dy” = o,
M, N étant fonctions de x, y; or, cette équation ne
peut rien exprimer de réel, 3 moins que Pon n’ait en
méme temps M — o, N — o, ou que T'on n’ait emw
méme temps dx . — o, dy — o. Le premier de ces

deux réfultats ne peut pas étre regardé comme une intégrale,
parce
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parce qu'il ne renferme pas de conflante arbitraire ; donc,
la véritable intégrale de cette équation eft le fyftetme des
deux équations fimultanées ¥ — 4, y = b; Ceft-3-dire,
que Téquation dont il s'agit n'appartient pas 3 une ligne
courbe, mais 4 un point unique queIconque, pris fur le
plan des x, y. Il y a donc cette différence entre ies
équations linéaires du premier ordre i deux variables ,
& la feule équation de cet ordre qui foit élevée , que
les premiéres appartiennent toutes 3 des courbes, & que
Pintégrale de chacune d’elles eft une équation unique,
complétée par une feule conftante arbitraire ; tandis que
1a derniére appartient 4 un point, & que fon intégrale
eft le fyftetme de deux équations finies fimultanées , &
complétées par deux arbitraires.

La propriété de P'équation aux différences ordinaires
¢levées , du premier ordre & i deux variables » avoit
déja été obfervée; mais comme cette équation eft unique,
on lavoit regardée comme une exception i fa regle
générale , & l'on n’avoit pas remarqué que cétoit le
commencement d’une chaine immenfe, a laquelle tenoient
les plus grandes difficultés du calcul intégral. En effet,
parmi les équations aux différences ordinaires 2 trois
variables, celles qui fatisfont 3 {a condition que jai
rapportée dans 'article précédent, & qui eft connue f9us
le nom de’ condition d'intégrabiliré, appartiennent toutes
4 des furfaces courbes, & I'intégrale de chacune d’elles
eft une équation unique, complétée par une feule conftante
arbitraire ; mais toutes les équations qui ne fatisfont pas
a cette condition, font en nombre infini, & elles n’appar-
tiennent pas & des furfaces; leurs lieux font des courbes
a double courbure, tracées dans Pefpace, & I'intégrale de
chacune delles eft fe fyfttme de deux équations {imul-
tanées. Enfin, parmi ces équations, il n'y en a qu'une
feule ,

M?dxzm _*_: deyzm + Pzdzzm — O,
Meén, 1784, S{f
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dont Linté -ute foit le fyfleme de trois équations faries
Gmultanées, « — a,y = b, g = ¢ elle n‘appartient
ni 1 une fusface courbe, ni 2 une courbe & deouble cour-
bure; fon liew eft un point unique pris arbitrairement dans
Tefpace.

Pour les équations aux différences ordinaires. du premier
ordre, 4 quatre variables, V'intégrale de celles qui {atisfont
en méme temps aux deux conditions que jai rapportées, eft
une feule équation complétée par une feule conftante arbi-
traire; Fintégrale de celles qui ne fatisfont qu'a une feule de-
ces deux conditions, eft le fyﬂéme de deux équations {imul-
tandes; Tintégrale de celles qui me {atisfont & aueune des
deux conditions, eft le fyfteme de trois équations fmies
Gimultanées; enfin il n'y en a qu’une {eule,

Ml duzm + N’- dxzm + P3 dyz”l. + Q“ (Iz?-m = o’
dont Pintégrale foit le fyftéme de quatre équations {imul-
tanées, u — a, ¥ =— b,y — ¢, g=¢ 1l en eft de
méme pour un plus grand nombre de variables.

Ainfi. objet. des équations connues. fous. le nom. de
conditions d'intégrabilité, neft pas, comme on I'a cru juf-
quici, d'indiquer celles des équations différentielles. dont
Jes. intégrales. font, poflibles, mais de faire connoitre le
nombre des équations finies. fimultandes. dont.doivent étre
compofées les intégrales qui font toujours poffibles. Avant
que daller. plus loin, éclairciffons ce qu'on vient. de vair,
par. des. exemples. fimples.

ITL
ExempLE L Sait propofée I'équation
(4) df" = a (d¢ —+ dy')

dans laquelle a eft une conftante donnée.. 11 eft bien
évident que cette équation appartient a la courbe 3 double
courbure, dont les élémens. font un angle. conftant avec
le plan des x, y; ainfl les équations de toutes les droites
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qui font {e méme angle avec le plan des x, y, doivent
fatisfaire 3 la propofée, quelles que foient d’ailleurs les
direGions de ces droites; or ces équations font

(B) ¥ — a7 - &,
) y= V(2

a, G, étant trois conftantes arbitraires; donc le fyftéme
de ces deux équations priles fimultanément eft une folu=~
tion de ia propofée. Em effet, fi 'on différencie ces deux
équations, les deux conftantes arbitraires €, ¥, s'évanoui-
ront, & {on aura

— a') = v,

|

&

dx
dy

ady,

dev(—w — «);

& éliminant « entre ces deux derni¢res équations, on aura
df = &' (dx’ -+ dy’).

Quoique le fyfitme des deux équations (A4), (B), foit

complété par trois conflantes arbitraires, ¢, €, ¥, on va

voir qu'il n'eft pas l'intégrale compléte de I'équation (A4),

&-que cette intégrale compléte eft encore plus générale.

Si T'on élimine entre (4) & (B) la conftante a, 'équa-
tion réfuitante’

Il

-1

(x —C) 4+ (y —v) = ==

a

fera celle de toutes les furfaces coniques dont les {fommes
feront dans le plan des x, y, & dont les cbtés feront avec
ce plan l'angle conftant; fi I'on fait y == @€, ¢ étant
une fondltion arbitraire, I'équation

(x — C) = (y — ¢€) =

appartiendra feulement 3 celles de ces {urfaces coniques
dont le fommet fera placé {ur une certaine courbe tracée
dans le plan des x, y, I'équation de cette courbe étant

SIf i

z‘

a
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y — ox;& filon confidére deux de ces furfaces courbes
confécutives , elles fe couperont en une droite dont on
aura la feconde équation, en différenciant 1'équation des
cbnes par rapport au parametre variable €; ainfi les équa-
tions de cette droite {eront

1

D) (x— & [y — o) = &,
(E) x — € —+ (y —eb)e6= o.

Cette droite formera encore avec le plan des x, y, I'angle
conflant, & elle fera une de celles qui fatisfont a I'équa-
tion (A). Mais fi 'on confidére fa fuite des furfaces coniques,
on aura une fuite de droites comme la précédente, qui ne
différeront de pofition qwen vertu du paramétre variable C;
& toutes ces droites fe trouvant deux 3 deux confécuti-
vement {ur une méme furface conique, elles fe couperont
néceflairement deux 2 deux confécutivement, & elles feront
par conféquent les tangentes d'une méme courbe a double
courbure : donc les tangentes de cette courbe & double
courbure étant également inclinées au plan des x, y, les
élémens de cette courbe feront, avec ce plan, des angles
conftans; donc enfin les équations de cette courbe feront
Yintégrale compléte de la propofée. -

Or il eft évident que P'on aura les équations de la courbe
3 double courbure, en différenciant les deux équations
(D), (E), par rapport au parametre variable G; de plus,
Péquation (E) eft déja la différentielle de (D) prife de
cette manitre: donc I'intégrale compléte de I'équation (4)
eft le fyftéme des trois équations funultanées,
(D) (x — &) — (y— ¢C€) = =
(E) x — € 4 (y—96)pC
(F) — 1 — (') + (y — 96)¢"€ = o,

dont les deux dernitres font Jes diférentielles premicre

I

|
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& feconde de {D), prifes en ne faifant varier que I'indé-
terminée €, & dans lefquelles @ eft une fonétion arbitraire;
Ceft-3-dire, que cette intégrale eft le réfultat de I'élimination
de 'indéterminée G entre les trois équations (D), (E), (F).

I eft facile de vérifier cette intégrale par {a différen-
ciation : en effet, les différentielles des deux équations
(D), (E), prifes par rapport i €, ayant lieu, il senfuit
que 'on peut différencier ces deux équations, en regar-
dant € comme conftante, ce qui donnera

@ (x — €)dx 4 (y — ¢€)dy = &,
() dx 4 dy¢'C = o; "
& éliminant entre les quatre équations (D), (E), (d), {c),

les trois indéterminées G, ¢€, ¢'€, on aura

(A) df = a* (dx* -+ dy*).

Le filet d’'une vis dont I'axe eft perpendiculaire au plan
des x, y, eft un cas particulier de cet exemple; & le hlet
d’une vis tracée fur une furface cylindrique & bafe quel-

conque, & perpendiculaire au plan des x, y, en eft le cas
général.

1V.

ExempLE I Soit propofée I'équation

(A) 7(dx = dy* —— d7') = a*(ds* <+~ dy'),
dans laquelle a eft une conftante donnée. Ii eft évident,
3 caufe de la proportion

a:7::V(dx* -~ dy* =+ d):V(dx —+ dy°),
que fi Yon congoit un cercle dont le rayon foit 2, dont
le centre foit dans le plan des x, y, & dont le plan foit
perpendiculaire i ce dernier, la propofée appartient 4 toutes
les courbes dont I'élément fait avec le plan des x, y, le
méme angle que I'élément du cercle pris 2 méme hauteur,
ou, ce qui revient au méme, pris pour un g égal 3 celui
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de la courbe; donc tous les cercles, dont le rayon eft 4%
dont les plans font paralleles aux 7, & dont les centres
font placés dans le plan des x, y, doivent fatisfaire 4 la
propofée : or les équations de ces cercles font

(B) (x — &) + (y — ) = ¢ = 4,
(C) x —a =1y (y— €],

¢, €,  étant trois conflantes arbitraires; donc le fyfteme
de ces deux équations prifes fimuitanément, eft une {olution
particuli¢re de I'équation (A). En effet, fi Ton différencie
les deux (A), (£#), on aura

(x — a)dx -+ (y — €)dy = zdg = o,
dx = ydy,

& fi I'on ¢limine entre ces quatre équations les trois
arbitraires «, €, v, P'équation rélultante fera la propofée.
Quoique le fyfteme des deux équations (A), (B), foit
complété par trois arbitraires , on verra cependant que
l'intégrale complete de la propofée eft encore plus générale.

L’équation (B) appartient & une {pheére dont le rayon
eft @, & dont le centre eft placé fur le plan-des x, y, en
un point dont les coordonnées font a, €, fi Pon fait
€ — o@a, I'équation '

(D) (x — o) 4 (3 — 02) 4 ¢ = "
appartiendraz‘l toutes les fphéres de méme rayon, dont les
centres {eront. placés dans le plan des x, y, fur une certaire
courbe, Téquation de cette courbe étanty —= @ x; &
parmi ces fphéres on en confidére deux confécutives,
elles fe couperont fuivant un cercle, dont on aura la
{econde équation en diflérenciant I'équation de 1a fpheére
par rapport au paraméire variable C; ainfi les équations
de ce cercle feront

(D) (x — &) 4+ (y — 9a) 4+ ¢
(E)] % — a - {y-———¢a)¢’a.

1l
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& ces équations fatisferont encore i la propofée. Mais fi
Ton con?rdére la fuite des fphéres, dont les centres font
placés fur la méme courbe, on aura une fuite de cereles
comme le précédent, qui ne différeront qu'en vertu du
parameétre variable €; tous ces cercles fe trouvant deux i
deux confécutivement fur une méme {phére, ils pourront
fe couper deux a deux confécutivement, & la fuite de leurs
points d’interfection formera une courbe 2 double courbure
touchée par tous les cercles: donc chaque élément de cette
courbe &double courbure étant commun A un des cercles, cet
élément fera, avec le plan des x, y, 'angle comporté par la
propofée ; donc les équations de cette courbe 2 double
courbure feront I'intégrale complete de T'équation (A4).

Or il eft évident que, pour avoir les équations de cette
courbe 4 double courbure, il faut différencier les équations
(D), (E), par rapport au paramétre variable « ; de plus
I'équation (£) eft. déj.1a différentielle de /D) prife de
cette maniére: donc il fuffira de différencier (£); donc
Iintégrale compléte de la propofée fera le fyfteme des
trois équations fimultanées

(D) (x — o 4 (y — ¢a) + ¢ = "
(E) % — & — (y — @a)¢/a = o,
(F) — 1 — (¢e¢) 4 (y — ¢a)@"' e —= o;

dont les deux dernitres font’les différentielles premicre
& feconde de (D), prife en regardant a comme feule
variable, & dans lefquelles ¢ eft une fonétion arbitraire;
Ceft-3-dire que Pintégrale compléte eft fe réfultat de I'éli-
mination de l'indéterminde a entre les trois équations
(D), (E), (F); & que, dans chaque cas particulier, cette
intégrale ne peut étre exprimée que par le {yfteme de
deux équations fimultanées.

Pour vérifier ce réfultat par la différenciation, il faut
remarquer que les différentielles des deux équations (D),
(E), prifes par rapport &.a, ont ligu, & qulainfi on peut
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différencier les deux équations (D), (E), en regardant «
comme conftante : or {i I'on exécute cette différenciation,
on a les deux équations

(d) (x — a)dx + (y — ¢a)dy 4 zdg = o,
(¢) dx —— dy¢'ea = o,

& fi, entre les quatre équations (D), (E), (d), (¢), on
élimine les trois indéterminées «, pa, @ o, on trouve
(A) (A5 4+ dy ~ d) = &' (d5" -+ dy),
donc 'intégrale que l'on vient de trouver eft exacte,

V.
ExempLe IIL Soit propofée I'équation

(xdy — ydx)*
(4) (ydz — zdy)‘g = a'(dx* 4 dy' +d7),
' (zdx — xdg)

dans laquelle ¢ eft une conftante donnée. Si 'on met
cette équation {fous Ia forme

d-,/(xz -+ yz. —"—'Zz — 42) — V(dxz + d}'z"‘""(lzz)’

il fera facile de reconnoitre qu'elle appartient a toutes
les courbes & double courbure dont les tangentes {font en
méme-temps tangentes a une {phere dont le rayon eft «,
& dont le centre eft 3 origine; donc les équations de
toutes les tangentes 3 la phére feront une folution parti-
§uiiére de la propofée: or les équations de ces tangentes
ont

(B) ax + Gy = gV(a — & — &) =4,
(C) x — a= v (y —6)

a, G étant les coordonnées du point de contadt, & v
déterminant la direCion de Ia tangente ; donc fi, dans ces
équati_ons_
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Equations, on regarde comme arbitraires les trols quantités
@, &, v, on aura une folution particuli¢re de la propofée,
ce dont il eft facile de s’affurer par la différenciation.

Quoique les deux équations (B), (C), foient com-
plétées par trois arbitraires, on va voir cependant qu'elles
ne font pas encore I'intégrale complete de I'équation (A).

L’équation (B) eft celle du plan tangent i Ia fphere
~pour un point de contact, dont les coordonnées, dans
les fens des x & y, font refpectivement a, G: i f'on fait
€ — @a, on détermine le point de contat i étre placé
fur une certaine courbe, dont la projection fur le plan
des x, y, a pour équationy =—= ¢ x,; & I'équation du plan
tangent devient

(D) ax ——you —— zl/[az —_—a— (pa)'] = a’.

Si i'on confidére deux plans tangens confécutifs, ces
plans fe couperont fuivant une droite tangente a la fphere,
& on aura la {econde équation de cette droite, en difté-
renciant celle du plan par rapport au paramctre variable
« ; ainfi les deux équations de cette droite feront

(D) ax 4+ yoa —+ zV[a" — o« — (pa)*]
o 4 paga
Ve — & — (p2)]

& parce que la droite, 3 faquelle appartiennent ces deux
équations , eft tangente a la fphere, il senfuit qu’elles
fatisfont 3 la propofée. Mais fi 'on confidére la fuite de
tous les plans qui touchent fa fphere dans les points pris
{fur Ia courbe, on aura une fuite de droites comme la
précédente, & ces droites prifes deux a deux confécuti-
vement fe couperont, puifquelles feront deux i deux
dans un méme plan tangent ; donc elles feront les tan-
gentes d’'une méme courbe 3 double courbure; & les
équations de cette courbe 3 double courbure feront inté-
grale compléte de la propofée. Or il eft évident que, pour,
Mem, 1784. Ttt

2
a,

|

I

03

(E) x —+—yp'a— 7
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avoir les équations de cette courbe 3 double courbure,
il faut différencier les équations (D), (E), de 1a droite,
par rapport au parametre variable « ; de plus I'équation
(£) étant déja la différentielle de (D) prile de cette
manic¢re, il fuffira de diff¢rencier (E): donc en faifant,
pour abréger,

a — o — (Pa) — (\I,a)z,
Yintégrale complete de fa propofée fera le fyfteme des .
quatre équations {imultanées

(D) ax -+ yoa —+ g-ba =— 4,
(E) ;x—l-yqa’aa-—l-z\[/ca::o,
(F) 9" e 4 gl e = o,

@' 4 () + (L) = o,

dans lefquelles ¢ & ~ font des fon@ions arbitraires ; de ces
quatre équations Ia derniére eft deftinée 3 I'dlimination
actuelle de Ja fon&ion furabondante ; & (£), (F), font les
différences premicre & feconde de (D), prifes en regardant
e comme feule variable. L’élimination d’une des fonéions
étant faite, Pintégrale fera le réfultat de I'élimination de «
entre les trois équations (D), (E), (F).

Il eft facile de vérifier ce rélultat par la différenciation,
comme ceux des deux exemples précédens.

Dans mon Mémoire fur les développées des courbes
3 double courbure (Tome X des Savans. etrangers), jai
donné le nom &’ Arréte de rebrouffement 3 1a courbe touchée
par toutes les droites qui conflituent une furface déve-
loppable; d’aprés cela, P'équation dont il s'agit ici appar-
tient & T'arréte de rebrouffement d’une furface quelconque
développable circonfcrite 3 Ia {phere.

V L

LEes trofs exemples que je viens de rapporter {uffifent
pour faire voir, 1.° que les équations aux différences ordi-
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naires 2 trois variables élevées, & qui ne fatisfont pas
aux conditions d’intégrabilité, ne font pas ablurdes, mais
quelles expriment des propriétés réelles; 2.° que ces
équations font [ulceptibles d'une véritable intégration , &
que leurs lieux font des courbes & double courbure ui
ne peuvent étre exprimées que par le fyfttme de deux
équations fimultanées, les autres équations, quand leur
nombre eft plus grand que deux, étant deftinées i ¢liminer
des indéterminées, ou des fon&ions {urabondantes ; 3.%
que les intégrales de ces équations différentielles doivent
¢tre complétées par une fonction arbitraire, ce que les
Géométres ne s’étoient encore permis que pour les inté-
grales des équations aux différences partielles.

Ces confidérations ouvrent un nouveau champ a 'analyfe
& ala géométrie, & elles donnent lieu & un calcul intégral
qui mérite attention des Géométres, car on verra dans la
{uite que I'intégration des équations aux différences partielles
élevées, ne dépend que de ce genre de calcul.

Je vais expofer quelques réfultats d'une affez grande
généralité,

VIL

ThHiforEME L L’intégrale complete de I'équation
aux différences ordinaires i trois variables,

dx d}l' L
(4) Feis, ) —

dans laquelle les variables elles-mémes n'entrent pas, &
ou F eft une fon&ion quelconque de deux quantités,
algébrique ou tranfcendante, déterminée ou arbitraire,
eft le réfultat de I'dimination de Yindéterminée « entre
les trois équations fuivantes,

(B) F{( ”j"‘ , L2220 ) — o,

<
dF

(C) (4-)=o,

Ttt jj
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) dd F
(D} ('—2;,—'} _— 0,

dans lefquelles F eft la méme fonction de deux quantités
que celle dela propofée, & ou ¢ eft une fonétion arbitraire.

Pour le démontrer, il faut obferver que les différen-
tielles des deux équations (B), (C), par rapport a l'indé-
terminée « ont lieu, & que par conféquent on peut
différencier ces équations en regardant  comme conftante,
ce qui, en faifant pour abréger

¥ = Yy —_—pa

Z ——.m,'—-—z—"':ﬂ,
donne
., dF dF
() dm -+ (=) dn = o,
ddF dd F
[(77) + (dmdu)¢’d'] dm

. ddF ddF
“+ () + ('7,*;7}<P'“] dn

or ces deux derniéres équations ne peuvent pas fubfifter
indépendamment de la valeur de la fon&ion F, a moins
que l'on n'ait en méme-temps les deux équations {uivantes
dm — o0, dn — o, ou

X — _ dx
z — d¢

y—9& 4
z — d¢’

donc éliminant « & ¢ de I'équation (B), au moyen des
deux dernitres, on aura la propofée

ds dy
,F(dl’ '71?):0-
YIIL

~LDiquaTioN d¢" = 4" (dx* 4 dy*) de Yarucle
111, eft dans le cas du théoréme précédent, car elle
peut étre mife fous la forme ‘



DPES SCIENCES: 517,

d2 dy*
.2 4
a ( dzz + dzz

) — 1 = o;

aufli nous avons vu que fon intégrale compléte eft le
réfultat de I'élimination de I'indéterminde « entre l’équa—
tion {uivante,

2 X —a g, Y —_— fax
SLOITE) e (2T =,
& fes deux différentielles premiére & feconde, prifes en
regardant « comme feule variable.

I X.
THEOREME II Les trois quantités X, ¥, Z, étant
compofées chacune des trois variables x, 3, 7, Iintégrale

complete de I'équation aux différences ordinaires du
premier ordre,

: dX dY
F( Gz w7/ = o

eft e réfultat de I'élimination de l'indéterminée « entre
les trois équations fuivantes,

X — Y —
F( zd' ’d}-:ol

Z
‘ aF
Za) = %
ddF
{ da* ) = 0

dans lefquelles la fonétion F eft 1a méme que celie de
1a propofée, & ol ¢ eft une fon&ion arbitraire.
Ce théoreme fe démontre comme le précédent.

X.
L’fQuaTion
T(ds" 4= dy == d7) = & (15" —+ 4yY)
de Yarticle 1V, eft dans le cas du dernier théoreme, car
on peut le mettre {ous la forme




—— = dx* + dy’,

a® — 7
ou fous Ia fuivante,
[dV(az — z”)]z == dx* — dy*:
auflt nous avons vu que {on intégrale complete eft le
réfultat de T’élimination de l'indéterminée « entre ['équation

- I,

(% — a)* ly — pa)?
—_— = T

a — 7 a — 7
& fes différentielles, premiere & feconde, prifes en regar-
dant « comme f{eule variable.

X L

T fuit de tout ce qu'on vient de voir, que fil'on congoit
une furface courbe dont I'équation M = o, outre les
trois coordonnées x, y, g, renferme encore un paramétre
variable «, & une fonéion arbitraire de ce paramdtre,
repréfentée par @ «; & que fi I'on imagine toutes les
furfaces courbes diff¢rentes que I'on obtiendroit en don-
nant fucceflivement & « toutes les valeurs poffibles. & en
{fuppofant que Ia forme de la fonction ¢ foit invariable,
deux quelconques de ces {urfaces, prifes confécutivement,
fe couperont en une courbe, dout les équations feront

(A) M = o,
(8) (42)= o;

Ia fuite de ces courbes d'interfection compofera une furface
courbe qui fera I'enveloppe de toutes les premicres, &
on aura {'équation fmie de cette enveloppe, en x, y, ¢,
en ¢liminant le paramétre variable o entre les deux équa-
tions (A), (B); mais cette élimination n’eft pas potiible
en général, parce que la fonélion ¢ eft arbitraire.

De plus, {i 'on confidére les courbes d’interfection dont
fa fuite compofe I'enveloppe, deux quelconques de ces
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courbes, prifes confécutivement, e couperont en un certain
point dont les coordonnées feront déterminées par les
trois €quations

(A) M = o,
dM

(B) (=)= o,
(G {%}z 0;

& Ia fuite de ces points compofera une courbe i double
courbure, dont on auroit les deux équations finies , en
éliminant e paramétre « entre Ies trois équations (A), (B),
(C). La courbe i double courbure dont il s'agit ici, non-
feulement touche toutes les (urfaces poflibles comprifes dans
Péquation M — o, mais encore chacun de fes élémens
fe trouve fur trois de ces furfaces prifes confecutivement;
enfin cette courbe eft {a limite de Penveloppe.

Pour avoir I'équation différentielle de Penveloppe, ddli-
vrée de la fonction arbitraire ¢, il faut différencier I'équa-
tion (A), & par rapport 3 x & par rapportd y, en regardant
e & @a comme conflantes dans ces deux cas, ce qui eft
permis a caufe de I'équation (B); on aura donc alors les
trois équations

M — o,
, dM
( dx — 0
L, dM
( P ) = o;
entre lefquelles, éiminant les deux quantités « & @a,
on aura une équation aux différences partielles, V' = o,

qui appartiendra 2 i’enveioppe , indépendamment de Ia
forme de la fon&tion ¢ qui a difparu, ceft-a-dire, qui
appartiendra 4 toutes les enveloppes que T'on auroit en
donnant, dans M4 — 0, 4 la fonction @, fucceflivement
toutes les formes pofiibles.

Quant 2 la limite, nous avons déja vu que pour avoir
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fon équation il faut différencier aux différences ordinaires
les deux équations (A), (B), en regardant « & ¢ comme
conflantes , ce qui eft permis en vertu des équations,
(B) (C), & éliminer entre les quatre équations

(A) M — o,
aM
(B) (—-) = o
d(A) dM — o,
dit
(]‘//B) du( da - O,
les trols quantités o, @ a, ¢'a, ce qui produit une
équation U == o du premier ordre , aux différences

ordinaires élevées 3 trois variables, & pour laquelle la
condition d’intégrabilité n’eft pas fatisfaite.
X1L
AcTUELLEMENT les deux équations
V —= o,
U—o
dont Ia premiere eft aux différences partielles, & dont Iz
feconde eft aux différences ordinaires, font telles, que
I'une quelconque étant donnée, il eft toujours facile
d’obtenir Tautre fans connoitre leurs équations intégrales.
1.° Etant donnde I'équation aux différences partielles,
V — o, fi 'on fubftitue pour p ou pour g fa valeur prife
dans dg = pdx —— gdy (fuppofons que ce foit la valeur
de p que 'on fubftitue), on aura une équation V' —= o,
compofée des variables x, y, 7, de leurs différences ordi-

naires dx, dy, dz, & de la quantité ¢; & le réfultat de
Pélimination de la quantité 4 entre les deux équations

— o,
a4V
{ 5 ) = o,
r . L]
donnera l’équation aux différences ordinaires U — o:

2.° Réciproquement , étant donnée U = o, fi Ton

{ubftitug
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pour dg fa valeur pdx — ¢dy, on aura une ¢quation
U' = o, compofée des variables «x, 9, ¢, des différences

[ . Vé d) /’
partielles p, ¢, & de Ia quantité ——, Je repréfente cette

derni¢re quantité par w; cela pofé, le réfultat de I'élimi-
mation de » entre les deux équations

., dU"
( dw )

donnera i’e’quatioﬁ aux différences partielles V — o.
Par exemple, dans Varticle 111, P'équation M —o eft

(x — a)' -+ (y — @a)* = -%-,

& les deux équations ¥ — o, U — o, font

U'"— o,

o,

P+ 4 = a,

d7 — &’ (dx* —+ 4y ).

La premi¢re de ces deux équations étant pofée, pour
: . dy — qd

avoir la feconde, il faut fubflituer pour p fa valeur -3—‘{79—3 ,
ce qui donne '
7 (dx" +—dy') — 2qdydy 4+ d7* — a*’dy’ = o;
différencier cette derni¢re équation en regardant ¢ comme
feule variable, ce qui donne '

g(ds" ~ dy') = dydg,
en vertu de laquelle Ia précédente devient

gdydy — di¥ — a*dx%
& éliminant ¢ entre les deux derniéres, on trouve I'équation
aux différences ordinaires

df" — a* (dx* —+ dy* ).

Réciproquement étant donnée 1'équation

di’ = 4'(dx* + dy),

pour trouver I'équation aux différences partielles, il faut

Mem. 1784 Uuu
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fubftituer pour d7z fa valeur pdx —~— ¢dy, ce qui, en

) d
faifant ——Jy — w, donne
x

o (¢ — a) +— 20pg 4+~ p — & = o;
différencier cette ¢équation en regardant @ comme f[eule
varjable, ce qui donne

2 2
o(q — a) —+ pqg
epg =+ p — &
& éliminant @, on trouve ['équation aux différences
partielles '

0,

Il

03

Pz - qz o at.
XITIL

Pour démontrer en général la propofition de Pariicle
précédent, je ferai dabord remarquer que le réfultat de
'élimination des deux quantités «, G, entre les trois équations

@ (a,6) = o,
d.o (2,6)
() =,

d.o (a,§)
( — ) = o,
et le méme que celui qu'on obtiendroit en éliminant
d’'abord « entre les deux équations
o (o, € } — o,

d.g(a,€)
(——)

— o,

ce qui donneroit un premier réfultat J € =— o; puis
en éliminant € entre les deux équations

46 = o,
A1) = o

Cela pofé, I'équation aux différences ordinaires U/ = o,
eft le réfultat de 'édlimination des quantités ¢, Pa, ¢ a
entre les quatre équations
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M — o,
dM = o,
an
da — 0,
ddM .
o = 0;
ou bien fi Ion repréfente par 4 =— o, le réfultat de

I'élimination de @ «, entre les deux premicres, 1'équation
U = o, eft alors le réfultat de I'élimination de «, entre
les deux équations
k — o,
dk

{7/

Pareillement , I'équation aux différences partfeHes V

— o, eft le réfultat de ’élimination des quantités «, @a,
d 7 entre les quatre équations

M
M

V{vd: ):O,
5 d M
{d,v ;
dg == pdx 4 qdy;

o.

o,

):O)

] 7 d} i, 7 1
ou bien, en reprefentant —-- par @, on aura 1'¢quation
x

V =— o, en ¢liminant d'abord ¢ « & & 7 entre les
¢quations
M = o,
dM — o,

dy = pdx -+ qdy;

puis aprés avoir repréfenté le réfultat par &' — o, en
¢liminant &« & o entre les fuivantes,

Uuu ij
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k£ — o,
-, d &
(dm):o,
., AR
(——) = o;

& pour faire cette dernicre opération, on peut, en verta
di

du lemme, éliminer d’abord « entre ' — o, & {——= )
. da ’
== o, ce qui donnera un réfultat ' — o, & éliminer
. - d &11
enfuite  entre &' = o, & ( - —-0.

Or Téquation &' — o étant le réfultat de Délimi-
nation de dgentre &' =— o, & dg = pdx —+ q¢dy,
. e e s di

le réfultat de I'élimination de « entre £’ — o, & (—=

— o, {era le méme que celui de I'élimination de d'g
entre

U— o,
&dy = pdx -+ qdy;

donc on aura équation ¥ = o, en diminant d’'abord 47
entre ces deux derni¢res équations, ce qui donnera um
réfultat £ — o, & éliminant enfuite  entre les deux
fuivantes
kl‘
., AR

du}

ce qui eft la premitre partie de Ia propofition.
Quant 2 fa feconde partie, il faut obferver que puifque
Iéquation V' — o, réfulte des deux fuivantes

U= o,
dy = pdx - qdy,

Téciproquement I'équation U = o doit ré(ulter de ces
deux-ci,

o,

Il

o;
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V — o,
dy = pdx —+ gdy,

par P'élimination des deux quantités p, ¢: or Pélimi-
nation aCuelle d'une de ces deux quantités étant faite,
ce qui donne un réfultat que je repréfente par £ == o,
il ne refte aucune équation pour éliminer Iautre de
ces quantités; donc, }lx ceft ¢ qui refte, pour le faire
difparoitre, il faut I'éliminer entre les deux équations

k — o,
-, d A
( &7/ = ©°;

ce qui eft Ja feconde partie de la propofition.

X1V,

Nous avons vu { X /1) que Pintégrale de I'équation aux
différences partielles ¥ — o eft le réfultat de 'élimi-
nation de I'indéterminée « entre les deux équations

(A) M — o,
. dM
(B) (— ) — o;

& que celle de I'équation aux différences ordinaires élevées

U — o, eft le réfultat de 'élimination de la méme indé-
terminée a entre les trois fuivantes,

(A) M — o,

. dM

(B) () = o,

dd M

(C) (L) = o:

i fuit de-f3, que des deux équations V' — o, U—o,
Yune quelconque étant propofée, fi 'on connoit I'intégrale
de Yautre, fous la forme que je viens de rapporter, on
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connoitra auflt celle de la.premiére; ceft-d-dire, que f1
I'on connoit Pintégrale de I'équation ' = o, & que
cette intégrale foit fous la forme des trois équations (A4),
(B), (C), on aura celle de I'équation V' = o, en
fupprimant I'équation (C). Réciproquement étant connue
Iintégrale de I'équation V' = o, fousla forme des deux
équations (A4), (£), on aura celle de I'équation U= o,
en combinant les deux équations (A4), (B), avec la diffé-
rentielle de (B ) prife en regardant I'indéterminée « comme
{eule variable.

Ainfi e calcul intégral des équations aux différences
ordinaires élevées, & celui des équations aux différences
partielles font abfolument dépendans f'un de Tautre; &
de 1a perfection de I'une de ces efpéces de calcul s’enfuivroit
néceflairement celle de Tautre.

X V.

TouTr ce qui précéde ne préfenteroit quun cercle
inutile, fi les formes des équations que Ton fait intégrer
fe correfpondoient dans I'un & fautre calcul ; mais je vais
faire voir, par deux exemples, que certaines équations
aux différences ordinaires, comprifes dans les formes que
jai traitées ci-deflus, correfpondent 3 des équations aux

différences partielles que F'on ne peut encore intégrer par
aucune autre méthode, & rlciproquement.

Exemple I. L'équation aux différences ordinaires
(xdy — ydx)*
(U)§ -+ (yde—gdy) p = d (dx* 4= dy 4= d7),
—+ (gdx — xd7)*

dont jai trouvé Pintégrale par des confidérations géomé-
triques, & qui appartient aux arrétes de rebrouffement de
toutes les furfaces développables circonfcrites 2 fa méme
fpheére, n'eft comprife dans aucune des formes générales
dont j'ai donné les intégrales; mais fi 'on fubftitue pour
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dz fa valeur pdx —+— gdy, & quenfuite on élimine

d s [¥'s 074 * H
7—’— au moyen de la différentielle, prife en regardant
E

d ) y . .
7{- comme feule variable, quuatxon aux différences par-
X

tielles que I'on obtiendra, fera

T —px — gy =daV(1 4+ p + ¢/,
qui appartient a toutes les furfaces développables circonf-
crites a fa méme {phere. Or cette équation eft comprife
dans celles que M. de la Grange a intégrées, & en faifant,
pour abréger

T—ax—¢a.y —ay[1—+o — (¢ga)'] =M,
fon intégrale eft le réfultat de 1'¢limination de « entre les
deux équations fuivantes:
M
421

(2 /

donc lintégrale de I'équation aux différences ordinaires
(U), eft le réfultat de P’élimination de la méme indéter-
miné€ a entre les trois équations

M: o,
dM

( da}

ddnt
(———-—d - ) = o.

I

0,

0;

I

I

0,

Exemple 11. Réciproquement I'équation aux différences
partielles

_ b (z + px — )
(V) { —aby (7 — px + q3) ) = o,
~+ ag (g - px + qy)°
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ne peut s'intégrer par aucune des méthodes connues;
mais i 'on (ubftitue pour p {a valeur prife dans dz — pdx
+ g¢dy, & quapres avoir différencié en regardant ¢
comme feule variable, on élimine 4, on aura

(xdg == zdx)* == a (1dy 4 yd)* + b(xdy ~—yd7)* — o,
équation aux différences ordinaires élevées, comprife dans
dans le cas du théoreme 11/, & dont Pintégrale, en faifant,
pour abréger,

4R — &y : YU — fa ), —_—
(=) + a(Z—=) + b= m,

eft le véfultat de I'élimination de « entre les trois équations

M — o,

di

'[da):o,

ddi
(! =0

donc T'intégrale de I'équation aux différences partielles V),
eft le réfultat de I'élimination de Pindéterminée « entre
les deux premitres feulement de ces trois ¢quations, ¢'ef}-a+
dire, entre

M — o
M
da

& (

) = o.

XVL

JusqQu’icr il wa été queftion, dans ce Mémoire ;
que des équations aux différences ordinaires élevées; mais
les équations aux différences ordinaires linéaires 2 trois
variables, & qui ne fatisfont pas aux anciennes conditions
d'intégrabilité, ne font pas abfurdes, elles appartiennent

de méme toutes & des courbes 3 double courbure, & elles

font toutes {ufceptibles d’une véritable intégration ; enfm
ia
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Ja recherche de leur intégrale ne dépend que de Vinté-

. ] 4 . [ ald P . . \
gration d'ume équation aux différences ordinaires 3 deux
variables.

En effet, foit
(A) Ldx —— Mdy 4+ Nd; = o,

une équation aux différences ordinaires, lindaire, & qui
ne fatisfaffe pas & fa condition dintégrabilit¢; d'apres ce
ce qu'on vient de voir fur les équations élevées, on mettra
pour dg fa valeur pdx qdy, ce qui donnera

(L -+ Np)dx (M — Ng)dy = o;

puis, aprés avoir différencié cette équation, en ne faifant

. dy - d . [de 3

varier que —-, on éiminera ==, ce qui fe réduit 2
dx dx

épaler & zéro les coéfficiens de 4x & dy, & l'on aura les
deux équations fimultandes,

(B) L 4+ Np = o,
(C) N 4+~ Ng = o.

Cela fait, on intégrera ou I'une ou l'autre de ces deux
¢quations, en regardant comme conflante la variable qui
na pas vari¢ dans la différence partielle ; par exemple,
en intégrera la premicre,

Ldy —- Ndg = o,

en regardant y comme conflante, & on complétera I'inté-
grale par une foné&ion arbitraire de y; enfin on {ubftituera
dans (C) pour ¢ fa valeur tirde de I'intégrale, ce qui
produira une feconde équation fans différentielles; & ces
deux équations appartiendront 4 1a courbe a double cour-
bure, qui eft {e lieu de Ia propofée.

Mem. 1784, Xxx
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- XVIL
Exemrre L Soit propofé d’'intégrer T'équation
(4)  dg = xy(xdx -+ ydy).

Les deux équations aux différences partielles font, pour

ce cas,
(B) P = x
(C) g = xy’,
intégrale de la premiere eft
®%y
L= —+ @y
@"étant une fonion arbitraire; je fa différencie en regar-
dant y comme feule variable, ce qui donne

%3

= — + ¢y

& f{ubftituant pour ¢ cette valeur dans (C), je trouve

2 %3

=T — e

donc I’intégraie de Ia propofée eft le fyfteme des deux
€quations {imultanées,

s

= — + 95

Xyt — is — @'y

Cette intégrale peut étre mife fous une autre forme, car
les deux équations (B), (C), peuvent étre remplacées pax
les fuivantes,

P) — gx = o,
p = sy
Or l’intégraie de la premicre eft ; — o (v + ¥);&
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pour que la feconde foit fatisfaite, il faut que Yon ait
xy =2@ (x -+ y*);donclintégrale complete de la pro-
pofée eft encore le {yftéme des deux équations fimultanées,
Z @ (% =4 '),
Xy =@ (5 4+ ¥°),
ce quil eft facile de vérifier par 1a différenciation. Ainft
la propofée appartient & une courbe i double courbure
tracée fur une furface quelconque de révolution, {axe
coincidant avec la ligne des 7 ; mais la projection de cette
courbe fur le plan perpendiculaire a 'axe, dépend de la

courbe génératrice, d’'une manic¢re énoncée par fa feconde
des deux équations intégrales.

l

XVIIL
Exempre IL Soit propofé d'intégrer
(4) { = xy(dx — dy).
Les deux équations aux différences partielles deviennent
(B) p = =xy,
(¢} g = — ¥y;

ey, &

2

intégrale de la premidre eft 7 —

pour que I'équation (C) foit fatisfaite, il faut que I'on ait

2

¥y 4= — —+ ¢y = o;

donc I'intégrale de I'équation (A) eft le {ylteme des deux

équations fimultanées

Xy A= —— — ¢’y = o.
Xxx jj
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Autrement , les deux équations (B), ((C), peuvent étre
remplacées par les deux fuivantes,

pt+4q
P
L'intégrale de la premiére eft
7T = ¢(x — 3],
& pour que la feconde foit fatisfaite, il faut que I'on ait

0,

X J.

1l

vy =0 (x —y);

done Tintégrale compléte de la propofée eft encore le
fyftéme des deux équations fimultandes

4 o (x — 3/,
Xy @ (x — y),

ceft-a-dire, que la propofée (A) appartient a une courhe
4 double courbure, tracée fur une furface cylindrique a
bafe quelconque, les droites de la furface étant paralléles
3 la droite qui partage en deux parties égales I'angle formé
par les axes des x & des y; mais'{a projection de la courbe
fur le plan des v, y, dépend de la bafe de la furface
cylindrique, d’'une maniére exprimée par la feconde des
deux équations intégrales.

XTITX.

St le nombre des variables étoit plus grand que trois,
on fe comporteroit d’'une maniére analogue, c'eft-a-dire,
qu'on f{ubftitueroit d’abord pour d g fa valeur

I 1!

pdu + gdx - rdy......&c
dx 4y
du’ du
différencieroit le réfultat, en regardant chacune de ces

... XcCo OM

& quenfuite, pour éiminer
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quantités comme feule variable , ce qui produiroit un
nombre d’équations fuffifant pour 'dlimination ; & alors
on auroit des équations aux différences partielles , que
Yon traiteroit comme celles des deux cas précédens.

Exemple III. Soit propofé d'intégrer
ude 4 ydx —~ z7dy 4 xd7 — o.
Je fubftitue pour dg fa valeur, & je trouve

(= px)du = (y 4+ gx)dx + (7 4+ rx)dy = o;

dy
du
culier, comme feule variable, & j’élimine ces deux quantités;
ce qui, dans le cas ou toutes les différences font linéaires,
{e réduit a égaler 4 zéro les codfficiens de du, dx, dy,
& Jobtiens les trois équations aux diftérences partielles,

. . . dz .
je différencie, en regardant — , chacune en parti-

2 4 px — o,
y -+ gx = o,
2+ rx — o.

L'intégrale de la premicre eft

_ xg — u = @(x, 3],
¢ ¢tant une fonction de deux quantités; & pour que fes
deux autres équations foient fatisfaites, il faut que I'on ait

y ¢ (%, y) = o,
T+ ¢ (x,y) = o,
@ & ¢" étant les coéfficiens de dx & dy, dans la diffé-

rentielle de la fonction ¢ ; donc, lintégrale complete de
la propofée eft le fyftéme des trois équations fimultanées

L

Xy + 0= @ (x,3),
y = @' (x,5),
1= @ (x, 5}
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X X.

LE nombre des équations intégrales n’eft pas toujours;
comme dans le cas précédent, égal au nombre des variables
diminué d'une unité.

Exemple IV. Soit propofée I'équation
(A)  uwdu 4= xdx —— xdy 4 zd7 = o.

On voit d’abord qu'on peutla réduire a trois termes, fous
la forme fuivante:

udi — x (dx + dy) =+ gdg = o,

dont lintégrale eft évidemment le {yftéme des deux équa<
tions fimultanées
@ 47 4+ o(x +—y)=o,
2x — @ (x =+ y) = o.
Ainfi toutes les fois que la propolée fera {ufceptible d’¢tre
réduite 2 trois termes, {on intégrale ne contiendra pas plus
de deux équations; mais dans tous les cas ou elle fera
fufceptible de cette forme, il ne fera pas toujours auflx
facile que dans cet exemple fimple, de 'y ramener; alors,
en opérant comme dans {article XX, le calcul indiquera
la réducion des équations. En effet, {i dans la propofée

on met pour d7 fa valeur pdu + gdx —— rdy, on aura
les trois équations aux différences partielles,

24 — py = O,
X —= g7 == O,
X 44— r7 = 0;

Pintégrale de Ja premicre eft

(E) ¢ + 4 = o(xy)
@ étant fuppofée une fonction de deux quantités; & pour
que les deux autres foient fatisfaites, il faut que T'on ait

(F) — 2x = ¢ (x,3)s
(G) — 2x = 0" (x,y),
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¢’ & ¢ éuant les coéfficiens de dx & dy dans la diffé-
rentielle de ¢ (x, y). /

Mais les deux.équ‘ations (F), (G), ¢tant entre les deux
mémes variables x & y, il s'enfuit que fa fonction ¢, qui
étoit regardée comme compofée de deux quantités , n’eft
compofée que d’une feule; car fi I'on fait

¢(x,y) = 7, & d7! — pdx -+ ¢'dy,
les équations (), (G), deviennent
(F') — 2x — j

(G) — 2x = 4,
ce qui donne p' — g = o, & par con{¢quent
¢ = A (x + 3

;L ¢tant une fonction arbitraire de Ia feule quantité ¥ — y;
donc l'équation (£) deviendra

T+ =1 (x 4+ y)
& une des deux équations (F') ou (G') fera employce:

& pour que l'autre foit fatisfaite, i faudra que Ton ait

— 2x = J (x + y);
donc Tintégrale de la propofée (A) eft le fyftéme des deux
derniéres équations prifes fimultanément , commng on
Favoit trouvée d’abord.

ConvciusrIouw

Les équations aux différences ordinaires, foit ¢levées,
foit linéaires, qui ne fatisfont pas anx conditions d'inté-
grabilit€ , ne renferment rien d’abfurde, i I'on entend
par-la qulelles expriment des propriétés impoflibles, ima-
ginaires. . . . ; elles énoncent toutes des propri¢tés réelles,
& elles font {ufceptibles d'une véritable intégration en
quantités finjies. Ce quil y avoit dabfurde, c’étoit que
leurs intégrales puffent étre exprimdes par une feule
équation ; par exemple, pour le cas de trois variables,
il étoit abfurde que Iéquation appartint 2 une furface
courbe, ce que I'on fuppofoit tacitement; dans ce cas
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elle appartient 3 une courbe 3 double courbure, qui peut
stre déterminée par une feule équation différenticlle, mais
qui ne peut étre exprimée en quantités finies, que par le
{yfteme de deux équations {imultanées.

Des Equations aux différences ordinaives élevées du fecond
ordre , & pour un nombre de wariables plus grand

que deux.
X X L

Dans le Mcémoire que jai donné fur les développées
des courbes a double courbure, imprimé parmi ceux des
Savans étrangers, tome X, jai fait voir, 1.” que, quoique
chaque courbe “etit un nombre infini de développées, elle
n’'avoit cependant, pour chacun de fes points, qu'un feul
Tayon de courbure; 2. que lor{que la courbe étoit &
double courbure, la fuite des centres de courbure formoit
une ligne courbe qui n’étoit pas une des développées;
3." que ¥, 5, ¢ ¢tant les coordonnées re&angulaires d'un
point de la courbe, l’exPrefﬁon du carré du rayon de
courbure pour ce point, en ne faifant nulle aucune difté-
rence feconde, ¢toit '

‘ (dxddy — dyddx)
(dY + dy o+ A7) : { = (dgddx — dxddzy)*,
+ (dyddy — dzddy)’

Si donc on voulpit avoir Péquation différentielle de
toutes les courbes 2 double courbure, dont le rayon de

courbure eft conftant, il faudroit égaler l’expre{ﬁon pré-
cédente A une conftante a, ce qui donneroit

(dxddy — dyddx)*
(A) (dx == dy" = dyp=a{ —+ (dgddx — dxddy)’s
4 (dyddg — dyddy)’s

 équation élevée, du genre de celles que I'on regarde ordi-

nairement comme abfurdes, & qui cependant exprime
une
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une propriété réelle, & qui eft fulceptible d'une véritable
intégration, méme en quantités finies.

XXIL

D’sBorp il eft évident que tous les cercles dont e
rayon eft «, quelles que foient d’ailleurs feurs pofitions dans
Telpace, doivent fatisfaire A cette équation ; or les équa-

tions d’'un cercle placé d’une maniére quelconque dans
Pefpace, font

(=) 4 () — C) a4 (g — o) = &,
f—a - (y— 6 4 ({ — yin= o,

e, €, %, étant les coordonnées du centre, & ¢, u, déter-
minant les deux direions du plan du cercle ; donc, fx
dans ces deux équations on regarde les cinq quantités a,
€, v, ¢, n, comme des conflantes arbitraires , elles fatis-
feront i I'équation aux différerices ordinaires du' fecond
ordre (4) ; ce qu'il eft facile de vérifier par la différen-
ciation; car fi P'on différencie aux différences ordinaires,
premicres & fecondes, chacune de ces équations , on aura
en tout {ix équations, entre lefquelles éliminant les cin
conftantes arbitraires » on trouvera I'équation (A). Mais
quoique les équations au cercle contiennent cinq arbitraires,
efles ne font encore qu'un cas particulier de Iintégrale
complete; car fes angles que les élémens confécutifs ide
la circonférence du cercle font entr'eux, font égaux & dans
un méme plan, & f'on peut concevoir une courbe telle
que ces angles, fans ceffer détre égaux, foient dans des
plans perpétuellement différens: les équations de cette
courbe fatisferoient a I’ €quation (A), puifque fon rayon
de courbure feroit conftant; & ellesyne feroient pas com-
prifes . dans celle du cercle, puifque la courbe feroit &
double courbure, '

Les trois coordonnées rectangulaires de Ia courbe que
'on. confidére étant x, ¥, 7, foient a, €, o, les coor-
données refpectives du cegtre de courbure qui correfpond

Mem, 1784, Yyy
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3 ce point; de plus foient € — @2, ¥y = 4 «, les
équations de fa courbe qui paffe par tous les centres de
courbure, @ & 4, étant deux fonctions de a. Cela pofé,
la longueur du rayon de courbure devant étre égale i une
conflante 4, on aura d’abord

[B) (x — o) + (y — @) + (7 — )" = a

Puis, dans toute courbe i double courbure, les diftances
d’'un méme centre quelconque de courbure aux trois points
confécutifs de la courbe, dont il eft le centre, font toujours
égales entrelles; donc la diftance du point de la eourbe
au centre de courbure correfpondant ne change pas,
lorfqu’on fait varier deux fois de {uite 'ordonnée « ; donc
les différences premiére & feconde de T'équation (B),
prifes en regardant « comme {eule variable , -doivent avoir
lieu; donc on aura encore

(C)x —a—+ (1 —oa}¢'a 4 (7 — Ja)}a =0,

W), Tl A

- (¥ — 92)@"« + (7 — da)d'a

La confidération qui vient de fournir les dernicres équa-
tions eft générale, & elle appartient 3 toutes les courbes
3 double courbure; mais la courbe dont il s'agit, a cela
de particulier, que fon rayon de courbure étant cenftant,
la diftance du méme centre de courbure i quatre points
confécutifs de la courbe eft toujours la méme; donc fa
diftance du point de la courbe au centre de courbure ne.
change pas encore, lorfqu’on fait varier une troificme fois
Tordonnée; doncla différence troifitme de P'équation (B),
prife en regardant a comme feule variable, doit encore
avoir lieu; donc on aura la quatriéme équation

VE — 30/a¢’a — 3dad’al
(_)§+ (y — 9)9"a 4+ (7 — _¢¢)+~',.§“'
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Ainfi, en repréfentant I'équation (B) par M = o, le
fyftéme des quatre équations fimultanées,

(B) M= o,
Q) (‘f,/f)-—— o,
(D) (5) = o,
(E) (S5)= o,

appartient a la courbe dont e rayon de courbure eft conf-
tant & — a, & il exprime fa méme chole que I'équation
aux différences fecondes ordinaires (A4).

Les quatre équations que je viens de trouver feroient
'intégrale finie de I'équation (4), fi leur nombre n’excé-
doit pas celui des variables x, y, 7, mais, entre ces quatre
équations , on peut éliminer x, y, 7, & il refte entre o,
Qa, 4,1, une équation de condition qui doit étre fatisfaite,
pour que les trois équations employées 4 1'élimination
loient Pintégrale demandée.

II réfulte au moins de-12 que les fon&ions ¢ & < ne
doivent pas étre toutes deux arbitraires; & que P'une des
deux étant prife a volonté, la forme de l'autre s'enfuit,
pour que la courbe dout les équations font & — ¢a,
v == ~a, pafle par les centres de courbure d’'une courbe
dont 1a courbure eft conftante. De plus, {i 'on élimine les
coordonnées x, y, 7, I'équation réfultante eft en «, ¢a, 4 <,
précifément la méme que I'équation (4) en x, y, g, ce qui
tient & une propriété remarquable des courbes de courbure
conflante, & que nous expoferons bient6t. ‘

XXIIL

QuoiQuE les quatre équations (B), (C), (D), (E), ne
prélentent qu'un réfultat différentiel, leur confidération
Yyyi
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conduit cependant 4 I'intégrale premi¢re de I'équation (A4).
En effet {1, de ces quatre équations, on différencie les
deux premiéres, en regardant « comme conftante, ce qui
eft permis en vertu de la feconde & de la troifitme; &
qu'entre les quatre équations (B), (C), d(B), d(C), on

élimine les fonctions @, ¢, on aura les deux équations
(x — a)* (dy* 4 d%’) - 2(x — a) (7 — Va)dxdy
+ (¢ — Vo) (& - dp)) = a dy,
a) (dy* 4+ dx’) = [(x —a)J a 4 (7 — .\[,ou)]dxdz
—+ (¢ — Yo)Va(dy’ 4~ d7)=o.
Puis, aprés avoir pris dans I'équation d. (B), 1a valeur de
Vady + dx
dy

en regardant « comme conftante, ce qui eft encore permis,
en vertu de 'équation (£), on trouvera

dz
i H .
QO a — _d) -\l, a

Enfmn fubftituant cette valeur de ¢"a dans (D), on aura
la troifieme équation

¢, qui eft p’la — — , fi on la différencie

() — (dx —+ dy') — (dy* = dg) (Vo) — 2dxdg)/a
~+ (x —a) L adxdg 4 (7 — V&) a(dy 4+ dT) = o;

les trois équations (%), (¢), (d), font le réfultat de I'élimi-
nation de la fon&ion ¢ & de fes différences entre les
quatre équations (B), (C), (D), (E), & celles de leurs
différentielles que 'on a pu prendre en regardant ¢ comme
conftante.

Or, fi Yon repréfente I'équation () par N = o, les
: . dN ddN
équations (¢, (d) feront ( —— ) = o, ( —= ) =o,
ce quil eft facife de reconnoitre 2 I'infpection; donc une
des intégrales, premitre & compléte de I'équation (4)
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aux différences ordinaires fecondes, eft fe réfujtat de 1'¢li-
mination de « entre les trois équations

“(b) N — o,
@ =X
(4 1) = o.

1 eft facile de vérifier ce réfultat par la différenciation,
car fi P'on différencie aux différences ordinaires les deux
premiécres de ces équations, en regardant « comme conf-
tante, ce qui eft permis en vertu de la feconde & de la
troifitme ; & qu'entre les quatre équations (b)), (c),
d(t), d(c), on élimine les trois quantités «, La, Ja,
le réfultat de P'élimination fera I'équation (A) de Varticle
XX/ ‘ 4

XXI1V.

S1, au lieu d’éliminer 1a fon&ion ¢ & fes différentielles
@', ¢" entre les équations (B), (C), d(B), d (C), on elit
éliminé la fon&tion 4 & fes différentielles 4,4, on
auroit trouvé, en faifant, pour abréger,

0,

(x — &) (d7" + dx") 2 (x — &) (y — @a) dx dy
+(p— ¢a) (df ++dy)—ddy =N,

que Tautre intégrale premiére & compléte de I'équation

(A) eft le réfultat de I'élimination de « entre les trois
équations

() N = o,
{) ¢ dd]r ) = o,
7d') (2) = o,

intégrale qui eft complétée par 1a fonction arbitraire @,
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comme ['autre T'étoit par la fonétion 4, & qu'on peut
vérifier de méme par la différenciation.

XX V.

ACTUELLEMENT que nous avons les deux intégrales pre=
miéres & complétes de I'équation (A4), il eft facile de trouver
fon intégrale finie. Pour cela il faut obferver que, s'il étoit
poflible d’éliminer « entre les trois équations de la pre-
miére intégrale, ce qui produiroit deux équations fans a,
& enfuite d’éliminer encore . entre les trois équations de
la feconde intégrale, ce qui produiroit deux autres équa-~
tions fans «; on auroit alors quatre équations fans «, qui

x dy
dg * dg
Yes deux fon&ions arbitraires @, < ; & en éliminant entre

’ . ., dx dy
ce§ quatre equatlons les deux quantltes —d—z—, -d—z—, fes
deux équations réfultantes feroient I'intégtale finie de I'¢é-
quation (A). Mais, quoique les éliminations dont il sagic
ici ne puiflent pas fe faire en général, on peut néanmoins
les indiquer; dailleurs il eft néceflaire de remarquer que

contiendroient les quantités différentielles

a devant étre éliminé d’'abord entre les trois équations

(%), (c), (d), prifes en particulier, & enfuite entre les
trois autres (4'), ('), (d'), prifes de méme en particulier,
avant de combiner ces fix équations, il faut accentuer «
dans un des fyftémes, par exemple, dans le fecond. D’apres
cela, en faifant, pour abréger,

(x — a)(dy 4—ds’) 4 2(x —a) (7 — ;.Lcc) dxdy
= (g— o) (dyt - dT) —dY =N,

(x —a') (d7" 4 dx*) + 2/x — ') (y — 9a’)dxdy
A4y — @a') (dy' +—dy) —adi =1L,

Vintégrale finie & compléte de I'équation (A) eft le réfultag
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de P'élimination des quatre quantités ¢, a’, d: s 7’;-,
entre les {ix équations fuivantes,
L = o, N — o,
dL dN
(7) = 0, { da } - 0,
ddlL ddN
(_duT} - 0, { —dac_’-) - O0:
‘ . s dx dy
& parce que les deux quantités 7' a0 me font pas

fous les fonctions arbitraires, I'élimination a@uelle de ces
quantités eft poflible. Cette élimination étant faite, il reftera
quatre équations fans différentielles, & Pintégrale finie de
Yéquation (A) fera le réfultat de I'élimination des deux
indéterminées a, o' entre ces quatre équations, que je ne
rapporte pas, parce quelles font d’un trop grand dévelop-
Ppement. - :

On opérera d’'une maniere analogue pour avoir I'inté-
grale finie d’une équation aux différences ordinaires d’un
ordre quelconque, toutes les fois qu'on aura toutes fes
intégrales premiéres complétes.

On voit donc, non-feulement que I’équation (A) aux
différences fecondes ordinaires » qui ne fatisfait pas aux
conditions d’intégrabilité , n’eft pas abfurde, & quelle
exprime une propriété réelle, puifqu’elle appartient A toutes
Yes courbes 3 double courbure, dont le rayon de courbure
eft conflant & — 4; mais encore que cette équation eft
fufcepti_bie' de deux véritables intégrations aux différences
premicres & d'une intégration en quantités fmies; enfin
que fes deux intégrales premiéres font complétées chacune
par une fonction arbitraire particuliére, & que fon intégrale
finie eft complétée par ces deux fon&ions.

XX VL

AvANT que de quitter cet exemple, je rapporterai
guelques propriéiés de la courbe qui en eft I'objet , Moins
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parce qu'elles font trés - remarquables , que pour donnef
une idée des rélultats auxquels peut conduire la confidé-
ration des équations aux différences ordinaires élevées.

1.° Nous avons vu, article XX1/1, qu’en faifant, pour
abréger,

(x —a)f 4+ (y — @) 4 (1 — o) —a =M,

le fyftéme des quatre équations

M — o,
., dM
{dnc}:O’
r, ddM

()= o,

c, M
(— /)= o,

appartient 1 la courbe dont {a courbure eft conftante ; mais
que ce fyftéme n'eft pas une intégrale, parce qu'en élimi-
nant entre ces quatre équations, les trois coordonnées
Xy J, T, on arrive 2 une équation de condition qui eft
entre , a, Ja, la méme que I'équation aux différences
ordinaires fecondes, en x, y, 7. I réfulte de-13 que la
courbe dont les coordonnées font «, @a,da, eft aufli de
courbure conftante; & parce que les quatre équations ex-
priment que quatre points confécutifs de la feconde courbe
font 2 égales diftances du méme point correfpondant de
la premiere, il s'enfuit que le rayon de courbure de Ia

{econde courbe eft le méme, de grandeur & de pofition,
que celui de fa premiére. "

Donc, lorfque la courbure d’une coarbe eff conflante , cette
conrbe, & cele qui paffe par fes centres de courbare, font
réciproques , c'eff-a-dire, que ces deux courbes font récipro-
quement , I'une, la ligne des centres de courbure de I'autre.

On



AP A -

DES SCIENGCES 545

On pourroit arriver a ce réfultat par une autre confidé-
ration, car j'ai fait voir dans le Mémoire fur les développées
(Savans etrangers , tome X), que les équations d'une courbe
i double courbure étant y — ¢ x, 7 — wLx, & a, G,
+, étant les coordonnées de fa courbe qui pafle par fes
centres , pour avoir en a, 6, v, les équations de cette
derniére, il falloit, en faifant, pour abréger,

(2 —x)' (6 — 0x)' 4= (v —px)} — & =M,

¢liminer x entre les trois équations

d M
(——) =°

dd M
(/) = o

. d3 M
(——/) = o

donc, file rayon de courbure de {a premiere courbe eft
conftant, & — a, il faut de plus, que f'on ait M = o.
Ainfi, une courbe de courbure conftante étant donnée,
les ¢quations de la ligne de fes centres {atisfont aux quatre
équations

d Al
05 ( d x )
dd M

: ., &M
(WT) 0, (7;;“)

Mais nous avons vu, article XXIII, que la ligne des
centres étant donnée, les équations de la courbe de cour-
bure conftante fatisfailoient aux quatre équations

M

I

0y

|

I
I

O.

d M

M= o, ‘(T:—):O;
r 1dM - a3 M
() = @ (——) = o

De plus, les x, y, 7 entrent dans M , de la méme
maniére que les «, €, y; donc, la courbe de courbure

Meém. 1784. Lz



546 MEMOIRES DE LACADEMIE RovaLE

conftante, & celle qui pafle par [es centres de courbure,
fe déduifent i'une de Yautre de la méme maniére, & font
par conf(quent réciproques , comme je I'ai énoncé plus haut.

2.” L'dlément de la courbe qui patfe par les centres de
courbure d’une autre courbe, eft toujours dirig¢ dans le
plan aormal & la feconde, car deux centres de courbure
conllcutifs font toujours itur le mime plan normal; mais
lorfque la courbure d'une courbe eft conflanie, {'élément
de fa figne des centres eft de plus perpendiculaire au rayon
de courbure commun; donc les tangentes correﬁ)ondzmtes
des deux courbes font toujours & la méme diftance , &
dirigées dans des plans rectangulaires.

Donc, lorfque la courbure d’une coirbe eff conflante, cette
courbe & celle qui paffe par fes centres de courbure, font
par-tout a la mime diffance I'une de Pautre ; elles sentrelacent
perpétuclicment | en fe prefentant toujonrs Irirs concavites, &
peu-prés conime les torons d'une corde a deux brins, & leurs
tangentes aux extrémites du rayon de courbure conmun font
dans des plans re@angulaires.

Le filet d'une vis 1 bafe circulaire, eft évidemment une
courbe & courbure conflante, & fes équations fatisfont &
Téquation (A4). La ligne des centres de cette courbe eft le
filet d'une autre vis de méme pas & de méme axe, mais
tracée fur un cylindre d’un diametre plus ou moins grand
que celui de la premicre, fuivant que I'inclinaifon conftante
de la tangente de la premicre eft plus ou moins grande
que 45 degrés; & le diametre du cylindre de la feconde
courbe eft tel que, pour le méme pas, Pindinaifon des
tangentes des deux courbes font complément I'une de Lautre.

Enfin, tout le monde connoit les vis a deux filets équi-
diftans; on les emploie fréquemment dans fes arts, &
principalement dans les balanciers des monnoies: Iorfque
fes tangentes de ces filets font des angles de 45 degrés avec
le plan de ia bafe du cylindre, ces deux courbes font réci-
proquement 'unelaligne des centres de courbure de l'autre.
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XX VIIL

TuiorEME L. La différence d» de la variable prin-
cipale ¢tant conftante, {1 'on a une équation aux différences
{fecondes ordinaires & trois variables

ddy ddyg
[A} F[——M s _—dxz) — o,
dans laquelle il n'entre que les différences fecondes & la
ditiérence premicre conftante dx; I'intégrale premiére de
cette équation fera le réfultat de I'élimination de l'indé-
terminée « entre les trois équations fuivantes,

(B) F( dy — adx , d7 — ca.dy } — o,

xdx xdx
(c) (=) = o,
(D) (2y = o,

Jdoa

dans lefquelles Ia fon@ion F eft Ia méme que celle de [a
propofée, & ou ¢ eft une fonétion arbitraire.
Pour e démontrer, f{oit fait, pour abréger,
dy — adx d7; — ¢adx

—_— e =y
xdx %, xdx ’

les deux premieres équations intégrales (B), (C), devien-
dront

(B')  F(luv) — o,
(C') % -}—(—j—é—)(p’a.:o;

fiTon diftérencie ces deux dernitres ¢quations, en regardant
e comme conftante, ce qui eft permis en vertu des deux

¢quations (C), (D), les différentielles {eront toutes deux
e la forme

Mduy = Ndy == o;
Lzz i
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elles ne pourront pas {ubfifter fimultanément, & ind¢pen-
damment de la forme de la fonélion F, 4 moins que {'on

wait en méme—temps du — o, dy — o; ou, déve-
loppant les valeurs de Ju & dy, 4 moins que {'on n’ait

dy — a d » ddy
xdx — d s’

d7 — gady L ddz

T wds T/ ae

or fion élimine de Péquation (B) les quantités «, ¢ «,
au moyen des deux derniéres équations, on aura la

propofée (A); donc, &e.
XXVIIL

TuEorREME 1L La difffrence dx de Ia variable prin-
cipale ¢tant toujours regardée comme conftante, & les
quantités ¥, Z étant compofées I'ine & [autre, d'une
maniére quelconque, des trois variables x, ¥, 7, & de leurs
différences premiéres; fi I'on a une ¢quation aux différences
ordinaires {econdes

£(

iy 27
PR d:r'z} = 0,
'dans laquelle il n’entre que les différences des quantités

x, Y, Z, i’intégraie premiere de cette équation fera le
réfultat de I'édlimination de a entre les trois équations

. Y— ads Z — oa.dx
F( xdx ? xdx } — 9
, d F .
(o) = o
ry ddF

{ d o’ ) - 0
dans lefquelles 7 eft 1a fonétion de Ia propofée, & ou ¢

eft une fonétion arbitraire.
Ce théoréme eft une fuite du précédent,
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X X1IX.

"TutoreME lIl. Quel que foit le nombre des variables
Z, X,¥, T+« parmi Iefquelles u eft Ia variable prin-
cipale, dont la différence premiére 4 u eft regardée comme
conftante; de plus, les trois quantités X, ¥, Z, étant com-
pofées d’'une maniére quelconque de toutes les variables
& de leurs différences premieres; i on a une équation
aux différences ordinaires fecondes

dY dZ
Flov ax

qui ne renferme que les différences des quantités X, ¥,
Z, une des intégrales premiéres de cette équation fera
le réfultat de 'élimination de 'indéterminée « entre les
trois équations

Y —
F ( Xd-tlll ,

(=

a
da
ddF

s

X X X.

TutorEME V. Quel que foit le nombre des variables
parmi lefquelles # eft la variable principale,, dont Ia
différence prerhiére du eft regardée comme conftante ; de
plus, les trois quantités U, V', W, étant compofées d’une
manitre quelconque de toutes les variables; fi Ton a
'équation aux différences ordinaires fecondes

ddU ddV

£o( ddW T ddW

outre ['intégrale premiére déduite du théoréme précédent,

cette équation en aura encore une autre , qui fera le réfultat

de P'élimination de l'ind¢terminée o' entre les trois équa~
tions fuivantes

5%
) = o,

) = o,
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F' #dlU — (0 — a')du wdV — (V — ¢a')duy I
[ fd W oem W du ’ 2dlV — Wda 10
dF :
(=) = o,

J:T’F
(“{j“) = O.
Ces deux derniers thiorémes fe ddmontrent comme
le premier.
‘ CoNccLUSTION.

ON voit donc, 1.° que fes équations aux difiérences
ordinaires {econdes, qui.ne fatisfont pas aux anciennes con-
ditions d'intégrabilité, & par une anzlogie ¢vidente celles
des ordres fupérieurs, n’énoncent rien d’ablurde; qu’elles
font {ufceptibles d’une véritable intégration, & que leurs
intégrales font complétées par des fonélions arbitraires;
2.7 que celles de ces ¢quations qui ne renferment que trois
variables, appartiennent a des courbes a double courbure,
dont elles expriment la génération; & ceft lorfque cette
géndration ne dépend pas feulement de quelques points
donnds & volonté, mais de courbes prifes arbitrairement,
que les intégrales de ces ¢quations  différentielles font
complitées par des fonctions arbitraires.

Des Equations aux différences partielles du premier ordre,
XX XL

On~ a d¢a vu qu'étant propofce une ¢quation aux dif-
férences partielles du premier ordre, & a trois variables,
repréfentée par ¥ = o, fi on fubflitue dans cette équa-
tion pour p ou ¢, pour p, par exemple, ta valeur prife
dans {'équation d7 2= pdx — gdv, & quon dimine q
du réfultat, au moyen de fa différenticlle prife en regar-
dant ¢ comme feule variable, on aura une ¢quation aux
différences ordinaires J — o, qui en général fera élevie.
On a vu pareillement que {1 'intégrale compléte de I'¢qua-
tion aux différences ordinaires eft le réfultat de I'dimination
de a entre les trois ¢quations
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M — o,

dM

( da)

dd M
(j’;gz—) == 0,

0,

M ¢érant trouvée par intégration, & contenant une fon@ion
‘arbitraire de a, Pintégrale compléte de Péquation aux dif
férences partielles V' = o, eft le réfultat del' dimination
de o entre les deux premiéres de ces équations intégrales;
en forte que de la perfetion du calcul intégral des ¢qua-
tions aux différences ordinaires, s’enfuivroit celle du calcul
des équations aux différences partielles.

Ce que jai dit dans le Mcmoire précédent fur inté-
gration des ¢quations aux différences partielles lindaires,
eft un cas particulier de la méthode que je viens de pro-
poler, car 'équation linéaire eft toujours de la forme

Lp -+ Mq 4 N — o.
Sil'on ¢limine p, au moyen de I'équation /7 —= pdx —~ qdy,
on a Ld7 4+ Ndx = g (Mdx — Ldy) = o;

& {1 Ton différencie cette derniére ¢quation, en regar-
dant ¢ comme feule variable, on a

Mdx — Ldy — o,
& par conféquent
Ldy —+— Ndv — o,
qui font les deux équations que jai données, & que M.

de la Grange avoit publiées auparavant.

XXXIL

LEs intégrales de toutes les équations aux différences
partielles, mé¢me du premier ordre & & trois variables, ne
font pas fufceptibles d'¢tre mifes fous la forme précédente,
parce ‘que cette forme fuppofe tacitement que I'équation
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appartient 3 une furface courbe; & il y a un nombre
infini d'¢quations aux différences partielles qui appartien-
nent 4 des courbes 4 double courbure, & dont I'intégrale
ne peut étre exprimée que par le fyfteme de deux équa-
tions fimultandes, entre lefquelles il n’y a rien & éliminer,
ou par le fyftéme de trois ¢quations, entre ie(queﬂes il
faut ¢liminer une indéterminée, comme je vais le faire
voir dans I'exemple fuivant.
Soit propofé d'intégrer I'¢quation

p— Ay = o(q + Ax)

dans laquelle A4 eft une conftante, & ou ¢ eft une fonétion
arbitraire.

Ce que cette équation a de remarquable , Ceft que {t
I'on fait A = o, elle devient p == ¢ ¢, qui appar-
tient & toutes les furfaces développables, & dont Iintégrale
eft connue; tandis que {1 on laille fubfifter A4, elle n'appar-
tient plus 2 mne furface courbe, mais & une courbe a
double courbure.

En eflet, foit fait, pour abréger,

q 4= Ax — o,
ce qui donnera

p — Ay = e¢=.

I eft clair que la quantité « eft une indéterminée fur la
valeur de laquelle rien ne doit étre prononcé, & qui eft
deftinée a difparoitre par élimination. Si T'on f{ubftitue
pour p & g les valeurs précédentes dans dg = pdx —~ 747}’:,,
on aura
dy = dxga —— ady — A(xdy — ydx ).

Actuellement, ft cette équation aux différences ordinaires
¢toit intégrable en regardant « comme conftant, & ft
fon intégrale complétée par une fon@ion arbitraire de a
étoit M =— o, il eft évident, par les principes de ce

genre de calcul, que lintégrale complete de la Pl’O})O[é.e
eroit
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feroit le réfultat de I'élimination de « entre les deux
dM

équations M — o, (7;'} == o; mais I'équation aux
différences ordinaires ne fatisfait pas aux conditions d’in~
tégrabilité, elle appartient & une courbe 4 double courbure,
?ui ne peut ctre exprimée en quantités finies , que par le
ylteme de deux équations, & d'apres Varticle XV/,

Ja quantité « étoit une conflante abfolue, ces deux équa-
tions (eroient

¢ = xpa — ay + L, 2-),
«L'(%) = — Ax.

De plus, a4 n'eft pas une conftante abfolue, elle doit feu-
P P s e 7z .
lement étre regardée comme conftante dans l'intégration

r 2 1] g \ . . 7 . g.
précédente, ceft-a-dire, que cette intégration eft prile en

. ., _y‘
regardant.comme conftantes les deux quantités = & a;

donc la fonction 4, qui complete 'intégrale doit étre com-
polée de ces deux quantités; donc Fintégrale compléte de
la propofée eft le réfultat de P'élimination de l'indéter-
minée « entre les trois équations

(4) 7 = x¢a + ay—+ 4 (+ o)
(8 sa ey (L)

© V(La) = — A,

dont la feconde eft la différentielle de la premicre, prife

en regardant @ comme feule variable, & dans lefquelles

.4/ eft une fonéion arbitraire de deux quantités, ,\],’ & L

étant les coéfficiens de dv & dv dans la différentielle

de J (u,v). Le réfultat de cette élimination comporte

deux équations qui font celles de la courbe 2 double
Mem. 1784, Aaaa
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courbure, i laquelle appartient I'équation aux différences
partielles.

Parmi les équations aux différences partielles, il y en
a donc qui appartiennent a des courbes 2 double courbure;
leur intégrale finie ne peut éire exprimée que par le fyf-
ttme de deux équations entre lefquelles il n’y a rien a
éliminer, & cette intégrale eft complétée par une fonction
arbitraire de deux quantités, ce que les Géométres ne
s'étoient encore permis que pour les intégrales des équa-
tions a quatre variables.

Comme fa conclufion précédente eft extraordinaire, je
vais la vérifier de plufieurs maniéres.

1.” §i, dans I'intégrale, on fait A — o, I'équation (C)

donne .\V — o0, ce qui indique que la quantité —i— n'entre

pas dans Ia fonction J ; ainfi cette intégrale fe réduit aux
deux équations

== X0 & ——ay —— Ja
x¢'a ~— y 4 Ja = o,
qui font Tintégrale connue de I'équation p — ¢@4¢, que
Yon obtient en faifant de méme dans la propofée A — o.
2. Si Ton différencie I'équation (A4) en regardant «
comme conftante, ce qui eft permis en vertu de (B), on
trouve

p= ¢ — ==V (=, ),

I}
fi on fubftitue pour ', fa valeur, prife dans (C), on a
p = @a—+ Ay,
g == a— Ax;
& enfin, éliminant «, on obtient
p— Ay = 9(g + Ax),
qui eft la propofée.

g = e
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3.° Silon prend des cas particuliers, ceft-adire, fi

T'on donne aux fon&ions @, V, des formes déterminées,

& qu'on élimine a entre les trois équations (A), (B), (C),

on aura deux équations qui, par la différenciation , fatif
feront 4 la propofée.

XXXIIL

EN opérant d'une-maniére analogue, on trouve qu'étant
propofée T'équation aux différences partielles a4 quatre
variables #, x, y, 7,

dz dg . dz

7/ Aux=0[(5r) — Axy, (S5 ) — Auy],
dans laquelle A eft une conflante abfolue, & ¢ une fonc-
tion arbitraire de deux quantités ; fon intégrale complete
eft fe réfultat de I'élimination des deux indéterminées «, G,
entre les quatre équations fuivantes ,

= at 4+ Cx 4 yo(a, ) «W_"j , e, 6/,
2+ y¢ (2,€) 4+ )" = o,
X 439" (2, €) 4 4" = o,
V= 4y,

dont la deuxi¢me & Ia troifitme font les différentielles
de la premire, prifes en regardant a« pour 'une, & €
pour l'autre, comme feule variable; dans lefquetles | eft
une fonction arbitrdire de trois quantités ; ou ¢’ & "
font les deux coéfficiens de 1a différence de ¢; & ou 4/,
', L7, font.des coéfliciens de Ia différence de D

Le calcul intégral des équations aux différences ordi-
naires, & celui des équations \aux différences partielles,
dépendant réciproquement: Fun de l'autre, tous les pas

ue l'on fait dans la feconde de ces deux efpeces de calculs,
E)nt utiles 4 la premiere; ainfi, je vais rapporter quelques
théorémes, qui ne font pas compris dans ceux de M. de
la- Grange. |

Aaaa ij
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XX X1V

JE fuppoferai que e nombre des variables foit quelconque,

& je ferai, pour abréger,

dy = pdu — qdx —— rdy........

THEoREME I. Les quantités U, X, Y, étant des
fonétions données refpetivement en u, x, y, Fintégrale
compltte de {'équation aux dittérences partielles

Fle, pU, g X, rY.o....) == o,
ne dépend que des quadratures. '

Soit fait

pU = ar?,
gX = €rVY,

-----------

a, G.:.. éant des indéterminées fur Ia valeur defquelles
on ne doit rien {latuer, & qui font deftinées a difparoitre
par 'élimination ; & foient fubftituées dans la propolée
pour p U, g X. ... leurs valeurs, I'équation deviendra

fl(z, €, vo.v?Y) = o,

de laquelle on pourra tirer fa valeur de rY en g, a,
C..... Soit cette valeur

Y = f(z,2,C....),
on en conclura A

pU = af(z,a,€....),

g X — €f(7, a4,€....);

fubftituant pour p, g, rv... ces valeurs dans

dy — pdu —— gdx —— rdy......

on aura
dz adu . Cdx dy
fle,a,6.) — v + —>x + 7
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équation dont l'intégrale, en regardant «, €... comme
conftantes, ne dépend que des quadratures, & doit étre
complétée par une fonction arbitraire des conftantes hypo-
thétiques «, C.... Soit M =— o, cette intégrale ainfi
compiétée ; elle ne pourra pas étre empioyée feule, parce
qu’il faut indiquer ce qui a été regardé comme conflant
dans fintégration; on aura donc, {imultanément,

M = o,

dM
(2! =0,

dM
(7¢/) = o,

Toutes ces ¢quations devant avoir lieu, indépendamment
des valeurs de «, €. .. fi'on élimine ces indétermindes,
on aura l'intégrale compléte de la propofce. L’élimination
dont il s'agit ici, ne peut pas s'exécuter en géncral , parce
que fes quantités «, §... font {ous la fonction arbitraire
& fous {es différences partielles.

XXXV,
TuforemE II. Les quantités L, M, N, P..... en

méme nombre que les variables , étant compofées des
variables & des différences partielles premieres, de maniére
que toutes les équations {uivantes, moins une, étant pofées,
la dernitre s'enfuive néceffairement,

dL — o,
dM — o,
dN — o,
dP — o,

-® 9 . @ s 9 8
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fi Yon a une équation compofée de toutes ces quantite’s,j
& que je repréfente par
F(L,M,N,P........) = o,

F étant une fonction quelconque donnée, algébrique ou
tranfcendante , arbitraire ou déterminée; on aura l'inté-
grale de cette équation, en éliminant d’abord toutes les
différences partielles, & une des deux fonctions arbitraires
¢ ou J}, entre les équations fuivantes,

L = ¢ (ob,.c....},
M= 1(s,C....),
N —= «,
P — G,

F(p,4,a,.....) = o,

dans lefquelles F eft la méme fon&tion que celle de fa
propolée ; ce qui produira une équation unique que je

repréfente par M — o, puis en éliminant toutes les
indéterminées ¢, G..... entre les équations
M — o,
dM
(——) = o,
dM

0,

(—&/
Exemple. Soit propofée 'équation
Flp. giree. 7 — pa — gx — ry....)1 = o,

dans laquelle F indique une fonction quelconque donnée.
Comme de toutes les équations

dp = o,
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dg:o,
dr — o,

d(z — p2 — gx — 1y.....) = o,

une quelconque fuit de toutes les autres, la propofée eft
dans. le cas du théoréme, & fon intégrale eft le réfultat
de Pélimination des indéterminées o, C.... entre les
équations {uivantes,

Fio(a,C)a,C g — a0 (2,6n.) — ax —Cp]} =0,

d F
(d‘)zo,,
dF
7/ =0

M. de la Grange avoit donné un réfultat analogue, feu-
lement pour le cas de deux variables principales.

XX X VL

Sur les équations aux différences particlles des ordves
Supérieurs.

CE que nous avons dit des équations aux différences
partielles du premier ordre, a pareillement lieu pour
celles des ordres fupérieurs; c'eft-i-dire quen faifant,
pour abréger, |

dg = pdx —+ qdy,
dp = rdx - sdy,
dqg = sdx - tdy,

i I'on fubftitue dans une équation aux différences partielles
fecondes V' — o, pour r & ¢ leurs valeurs en dp, dqg,
dx, dy, prifes dans les équations précédentes, on aura
une équation qui ne renfermera plus d’autres différences
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particlles fecondes que $; & fi Von ditférencie cette équa-
tion en regardant s comine (eule variable, & qu’enfuite
on élimine s au moyen de cette différenticlie, on aura
une d¢quation U — o aux diffiérences ordinaires entre
Jes variables x, ¥, z.p dont l'intégrale fournira celle
de fa propofée. :

Le réfultat aux différences ordinaires que j'ai repréfenté
en général par U - o, peuat arriver (ous pluﬁeurs formes
trés-diftérentes.

- 1.2 ‘Ce téfultat peut comporter deux équations aux
diff¢érences ordinaires, ce qui aura toujours lieu lorfque
la propofée (era lincaire, & dans quelques cas des diffé-
rences élevées; alors i les intégrales de ces deux ¢quations
aux différences ordinaires font M = «, — €, 2« &G
¢tant les conftantes arbitraires introduites par les intégra-
tions, lint¢grale premicre de fa propofée fera M = @ N.

2.2 Si e réfultat aux différences ordinaires ne renferme
qu’une {eule équation glevée, & que i'intégrale complcte
de cette équation {oit le réfultat de P'élimination de Pindé-
terminde « entre trois équntions de cette forme

M = o,
L, d M
{_dd. ) - 0,
41457
( dat ) = 0>

Pintégrale premiere de la propofée fera le réfultat de
Pélimination de a entie les deux premiéres quations

M = o,
aM
d a — O

3.° Faofin i le réfultat aux différences ordinaires eft une
équation {indaire unique, & pour Jlaquelle les anciennes
conditions 'tntdgrabitiic ne foient pas {atisfaites, on fe
comportera
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comportera d'une maniére analogue i ce que jai fait,
article X XX11.

Je vais apporter un exemple pour chacun de ces
trois cas.

XXXVIL

ExempLE I Soit propofé d'intégrer I’équation aux
différences partielles fecondes

nt — s 4+ A — o,

dans Jaquelle A4 eft une conftante.

Je {ubftitue pour r & # leurs valeurs prifes dans

dp = rdx + sdy, dq — sdy 4 tdy,
ce qui donne
s(dqdy —— dpdx) =— dpdq -~ Adxdy.

Je différencie cette équatien en regardant s comme feule

variable, & jélimine s, ce qui, dans ce cas ou s eft linéaire,

fe réduit i égaler 3 zéro chacun des deux membres; &
jai les deux équations aux différences ordinaires

dgdy —— dpdx — o,

dpdg + Adxdy — o,
defquelles on tire

dp = — dyVv(A),

dq —  dx V(A)-’

or ces deux équations font des différences exactes, & leurs
intégrales complétes font

pH+yv(A) = a,

g =+ xV(A) ¢;
donc faifante = ¢ €, Vintégrale complite premicre de
Ja propofée eft

P+ 3v(d) = olg — xvV (W]
Mén, 1784, Bbbb

Il
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Si dans Ia propofée on fait 4 = o0, elle devient
rt — 5 — o, ¢quation des {urfaces déveioppabies;
& fi on fait la méme fuppofition dans Pintégrale, on 4
P = 04, quieft une des intégrales premicres de cette

équation.
Actuellement, Fintégrale que Ton vient de trouver, eft

précifément Téquation que Jal traitée, ariicl, XXX1I;

donc Pintégrale compléte de Ia propofée eft e réfultat de

Pélimination de Iindéterminée « entre les trois équations
¢ = X%a - ay 4 V(= a)
X e Y - +”(~:-,u/,
V. a)=xv(4),

dont Ia feconde eft fa différentielle de Ia premiére, prife
en regardant « comme feuje variable; & dans lefqueiies
2 eft une fondtion arbitraire d’une quantité, | eft ype
fon&ion arbitraire de deux quantités , J/ & 4" font les
coéfficiens de dy & dv dans a différentielle de 4 (u, »).

Ainfi 1a Propofée appartient 3 une courbe 2 double cour-
bure, excepté¢” dans ie cas ou on a 4 — o; alors elfe
appartient a toutes les furfaces développabfes.

XXXVIIL
ExemprLe IL Soit propofé d’inte’grer Péquation
(rt — s ) 4 4rs = o.

Je chafle » & ?, au moyen des équations

dp = rdx sdy, dg = sdx - tdy,
€e qui donne

Ldpdg — s (aqdy - 21pr/]’§ — o
J ﬂ—4-5dxd}’(rlg — sdy)
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différenciint cette équation, en regardant s comme feule
variable, & éliminant enfuite s au moyen de cette diffé-
rentielle, je trouve I'équation aux différences ordinaires,

, dpdq — dy.
Or, cette équation élevée eft comprife dans celles que

jai traitées, article V11, & en faifant, pour abréger,
(p—e) (9 —0a) —y =M,

fon intégrale eft le réfultat de I'élimination de « entre les
trois équations

M — o,
dM

{ — ) = o,
ddM

(/) = o

donc une des intégrales premitres de Ia propofée eft 1e
fyftéme des deux premiéres de ces trois équations, ceft-
i-dire, le réfultat de P'élimination de l'indéterminée «
entre les deux fuivantes,

(p —a) (g — @a) — ¥
(p —a)dat- g — oa

Pour avoir I'intégrate fmnie, je tire de ces deux équations
les valeurs de p & ¢, ce qui ‘donne

o,

Il

o.

—_
Y{— ¢'a)

g = Qo -~ yV( — ¢ a);
& fubftituant ces valeurs dans d7 — pdx — q¢dy,

je trouve

P —= a H~=

dy = adx - dypa + ﬁ.rj_ (dx — dy9'a).

Si cette derni¢re équation étoit intégrable, en regardant
« comme conflante, & que fon intégrale, complétée par
Bbbb ijj
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une fonction arbitraire de a«, flit M4 — o, Iintégrale
finie demandée feroit le réfultat de P'élimination de «
entre les deux équations M = o, ( % ) = o0, &
cette intégrale appartiendroit 2 une furface courbe. Mais
la derni¢re équation aux différences ordinaires n’eft pas
intégrable en regardant « comme conftante; & pour qu'elle
le devint, il faudroit encore regarder ¥ — y¢’a comme
conflante ; donc je pourrai I'intégrer dans cette double
hypothéfe, & alors il faudra, 1.° compléter T'intégrale
par une fonction arbitraire des deux quantités regarddées
comme conflantes dans I'intégration; 2.° exprimer par
deux équations , que ces deux quantités n'ont pas varié,
ce qui donnera

T==ax -+ ypa — [(x —y0'2), a ]
X == yoa — yp'al + 4" = o,

4}! — N .
T A —¢a)’
donc ['intégrale finie de la propofée eft le réfultat de Péli-
mination de o entre les trois équations précédentes, dont
la feconde eft Ia différentielle de Ia premiere, prife en
regardant « comme conftante, & dans lefquelles ¢ eft une
fonction arbitraire d’'une quantité, < eft une fon&ion
arbitraire de deux quantités, & J/, 1" font les coéfficiens
de du & dy dans la différentielle de J (%, v). Ainfi fa
propofée appartient 4 une courbe & double courbure.

XX XIX
ExemrrE IIL Soit propofé
Ar —— Bg + 7 = o,
dans laquelle 4 & B font des conftantes.

Je fubftitue pour 7 fa valewr dans dp = rdx ~+ sdy,
& je trouve ‘

Adp —~ (Bq —- 7)dx = Asdy;
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éliminant s au moyen de la différentielle prife en regar-
dant s comme feule variable, ce qui fe réduit a égaler
a zéro les deux membres de I'équation, j'obtiens les deux
équations aux différences ordinaires fimultandes,

Adp == (Bgq —= 7)dx = o,
dy — o,

en forte que fi Ja premiére fatisfaifoit aux conditions d’in-
tégrabilité, & que fon intégrale fit M4 — a, l'intégrale
premicre de la propofée feroit M/ = @ y. Mais la pre-
miere équation ne fatisfait pas aux conditions d'intégrabilit¢,
& fon intégrale, prife indépendamment de la feconde
équation, feroit le fyfteme des deux équations {imuitanées,

Ap =+ ¢x = o,
¢'x —= Bqg -+ 7;

donc cette intégrale devant étre prife en fuppofant que fa
feconde équation ait lieu, Iarbitraire qui Ia compléte doit
étre aufli fon&ion de y; & Ton doit avoir pour intégrale
premiére de la propofée, le fyfttme des équations fimul-
tanées,

Ap 4+ o(lx,y) = o,

¢ (x,y) = Bg -+ ¢,

dans lefquelles ¢’ eft le coéfficient de dx dans la diffé-
rentielle de ¢ (v, y ).

Cette intégrale premiere peut étre mife fous une
autre forme; car {i I'on tire de ces équations les valeurs
{uivantes de p, ¢,

—_— — ¢l/xt’=} .
P = A g

¥y~
q — B 4
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& qu'on les fubftitue dans dg = pdx — qdy, on:
aura
—dxp (%) dy o' (2,9) — 24y
A -+ B ¢

dy; =

équation  aux différences ordinaires du premier ordre,
o ne renferme aucune indéterminée, & qui devant
{ubfifter fans condition, eft elle-méme la véritable intégrale
premiére de I'équation aux différences partielles du fecond
ordre, ceft-a-dire, qu'elle exprime la méme chofe, &
quelle eft de Ja méme généralité que la propofée ; & parce
que cette équation ne {atisfait pas aux conditions d'inté-
grabilité , & que fon intégrale ne peut étre exprimée que
par le fyftéme de deux équations fimultanées, # s'enfuit
que la propofée appartient i une courbe & double courbure.
A&uellement, pour intégrer encore une fois cette équa-
tion, foit ¢ (x, y) le coéfhicient de d x dans la différen-

iielle d'une autre fonétion arbitraire .\L (%, ), de manicre
que I'on ait

¢ (x’}’) = ¥ (x’}')'
o (x,3) =V (x:3),

14
P! étant le coéfficient de  x* dans la différence feconde
de -}, I'équation aux différences ordinaires deviendra

|

. %, ' (x, ) — (%,
JZ:—_d+( A.J’) —i—dy[ 4 /;) 4 —+ 4'(A}'} ],
1" érant le coéfficient de dy dans la différentielle de
4 (x,y). Or daprés ce que jai dit fur Vintégration des
équations aux différences ordinaires linéaires, I'intégrale
de cette équation eft le (yfteme des deux équations fimul-
tanées '
4 (x.5)

o Y=o Ye)
7 -1 ) ’
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dans lelquelles .7 eft une foncion arbitraire de la feule

uantité y; donc ce fyftétme d’équations eft aufli I'intégrale
gnie & complete de la ‘propolée; ce quiil eft tres-facile
de vérifier par la différenciation.

X L.

LE méme procédé sapplique aux équations d’ordres
fupérieurs. Je ne me permettrai qu'un feul exemple.

Soit propofé d'intégrer I'équation aux différences par-
tielles du troifitme ordre

&z Ly a4 ik
(ol () = (F7) (477

je chafle trois de ces différences partielles au moyen des
trois équations {uivantes

. L, B
dr = (=) dx + (F55-) dy,

& &
ds — (Tx’;y Jdx — (—-————(M;yz ) dy,

&7
d}‘ }d)l,

— ik .
dr = ( dxdy }(['\ —+ (
ce qui donne, en confervant —Z;—f— ),
&z 2 . ) - - . .
-/ (dtdy’ — drds’) —= dr(dsdy — drdx);

&y
dx?

je différencie cette équation en regardant ( / comme

feule variable, & j'élimine cette quantité au moyen de fa
47
d 5?
fe réduit 2 égaler A zéro chacun des membres de Péquation,
& jai les deux équations aux différences ordinaires

dr(dsdy — drdx) — o,
dtdy* — drdx* = o.

difiérentielle, ce qui, i caufe que ( ] eft linéaire,
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La premié¢re de ces deux équations a deux racines, dont
P'une eft 4r == o, en vertu de laquelle Ia feconde équa-
tion devient dtdy* = o; dont une des racines eft
dt — o; donc on a fimultanément les deux équations

dr
dt
or les intégrales completes de ces équations font r — a,

? = €; donc une des intégrales premicres de la pro-
pofée eft

o,

0;

t— or,
ce quil eft facile de vérifier par Ia différenciation.

X LL

LEs équations aux différences partielles élevées ne font
pas les ‘feules qui puiffent appartenir 4 des courbes a double
courbure; la plupart des équations linéaires font encore
dans le méme cas; nous nous contenterons de le faire
voir par I'équation

(A4) Ar +~ Bs =+ Ct + Dp - Eq -~ F = o,

dans laquelle tous les coéfficiens font conftans. Nous avons
déji traité cette équation dans le Mémoire précédent,
article XXX ; mais Iintégrale que nous avons trouvée eft
encore trop particuliere.

Si P'on fubflitue dans cette équation par » & ¢ leurs

valeurs prifes dans

dp — rdx + s5dy, dg = sdy 4 tdy,

& qu'enfuite 'on élimine s au moyen de la différentielle

prife en regardant 5 comme feule variable, on aura les

deux équations aux différences ordinaires {imultanées
{B) Ady* — Bdxdy 4 Cdx* — o,

(C) Adpdy* — Cdydx —+ dxdy (Dp —= Eq —+ F) = o,
les
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les racines. de 1a premiére font

569

dy — kdx = o, & dy 4+ Kdx — o,
k & K étant les racipes ‘de P'équation aigébrique
AR — Bk 4 C = o;

ainfi, en emplayant la premicre racine, & {'introduifant

dans T'équation (C), les deux équations aux différences
ordinaires funultanées deviennent

o) dy — kdx = o,

(E) A(dp +-Kdg) + dx(Dp + Eq + F) — o.

Ce font ces deux équations qui doivent donner une des
intégrales premiéres de la propofée. : ,
.Llintégrale de I'équation (D) et y — £ x — «, « étant
la conflante arbitraire; fi celie de 'équation (Z), étoit
M — €, Tintégrale premiére feroit M — @a; mais ,
1.° I'équation (£} n'appartient pas en général  une furface
courbe, & fon intégrale ne peut étre une équation unique
que dans le cas ol les coéfficiens de la propafée fatisfont
a I'équation /
CD* + AE* —= BDE;

dans- tous les autres cas, Iintégrale de I'équation aux diffé-
rences ordinaires (£), canfidérée indépendamment de
I'équation (D), ne peut étre exprimée que par le fyft¢me
des. deux équations fimultanées

A(lp - Kq) = ¢ox — o,
¢¥x = Dp —+ Eqg+ F:

2+° Péquation ¢E) ne doit pas étre confidérée feule, &

fon intégrale doit étre prife en fuppofant que I'équation

(D) ait lieu, ceft-i-dire, que « foit conflant; donc cette

Intégrate dait étre complétée, non pas par une fonction de

x feufement , mais par une fonétion de x & de a; donc
Mem. 1784, Ccce
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la forme fous laquelle fe préfente d’abord {intégrale pre=
micre de la propofée, eft le fyfteme des deux équations

(F)A(p + Kq) 4+ o (x,y — kx) = o,
(G)¥(xy— kx) = Dp =4+~ Eg —+ F,

dans lefquelles ¢ eft une fonction arbitraire de deux quan-
tités, & ou ¢’ eft e coéflicient de 4 dans la différence

de @ (u, v).
Cette intégrale fe vérifie par la différenciation ; d'ailleurs

fi Ton fait D — o0, £ == o, F— o, Ia propofée
devient
Ar - Bs 4+ Ct+ — o,

& P'équation (G) donne @' (x,y — kx} = o, ce qui
exprime que la fonction ¢, n'eft compolée que de Ia feule
quantité y — £ x; donc alors I'intégrale premiére fe réduit
d Péquation unique & connue

Al(p + Kq) + oy — kx) = o

Des deux équations (F), (G) on tire les valeurs fuivantes
de p & de ¢,

p(DK¥ — E) = —= ¢ (x, y — kx)
— K[F — ¢'(x,y — kx)],
(DK —E) = — = ¢ (x,y — kx)
- F— ¢ (%,y — kx);
& en les fubflituant dans dg — pdx —— ¢dy, on trouve
YH)dy (DK — E) = 2~ (Edx — Ddy)
~= (F— ¢} (dy — Kdx),

équation aux différences ordinaires , qui exprime feule
Ia méme chofe que la propofée, & qui eft une de fes
intégrales premiéres, complétée par une fonction de deux
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quantités. - Si dans cette équation, I'on change les deux
quantités k, A’ I'une en l'autre, il eft évident que P'on
aura l'autre intégrale premiére de la propofée.

Les deux intégrales premicres de I'équation (A4) aux
différences partielles linéaires, font donc I'une & Pautre
une véritable équation aux différences ordinaires, dans
laquelle il n'eft plus queftion des maniéres différentes
dont {a quantit¢ g a pu varier; & parce que ces deux
équations ne fatisfont pas i {a condition d'intégrabilité , &
que leur intégrale commune \ne peut étre exprimée c({ue
par le fyfttme de deux équations fimultanées, il s’enfuit
que fa propofée n’appartient pas en général 4 une furface
courbe, mais 2 une courbe i double courbure.

Pour intégrer I'équation (H), il faut obferver d’abord
que I'intégrale du premier membre doit étre une fonétion
des deux quantités Ex — Dy& y — K x, & enluite
que les différences partielles de cette fon&ion doivent
étre égales aux deux termes refpe@ifs du fecond membre ;
ainft Yintégrale fmie de I'équation (4) eft comportée par
le fyfteme des trois équations

2(DK — E) =— 4 (E x — Dy,y — ¥x),
A«I/’ (Ex — Dy,y — Kx) — o (x,y —kx),

V' (Ex — Dyy — Kx) — F — ¢/(x,y — kx),
dans lefquelles 4 eft une fontion arbitraire de deux
quantités, & ol ./ & " font les coéfficiens de Ju & dv
dans la différentielle de < (u,v ). De ces trois équations ,
la feconde eft deftinée & donner {a forme de 1a fonéion ¢,
d'apres celle de {a fonction |, & les deux autres équations
font celles de {a courbe 3 double courbure, qui eft le lieu
de Ia propofée.

Si dans les équaitions (D), (E) on fubftitue pour dx;;
dy, leurs valeurs tirées des deux fuivantes,

dy — kdx == da, dy — Kdx = dd,
Cccc jj



572 MEMOIRES DE L'AcADEMIE RoYALE

en opérant enfuite comme nous avons fait, on trouve que

Yintégrale compléte de la propofée eft fe fyfteme des deux
équations

: T=w(y — kx,y — ¥x),
(kD — E)a' 4+ (KD — E)a" g .
— o,

8 —44C P
—+ A+ % — F

dans lefquelles = eft une fon&tion arbitraire de deux
quantités , ou o' & =" font les coéfficiens de & u,d vy

dans la différentielle de = (u, v/), & ot ' eft la moiti¢
du coéfficient de dudyv dans la difiérentielle feconde de

Ia méme fon&ion.

Comme ['équation d'une furfice couzbe quelconque
peut toujours étre mife fons la forme

T =y — kx, y — Kx),

il senfuit qu'il n’y a aucune furface courbe fur laquelle
on ne puiffe tracer une des courbes 3 double courbure
qui fatisfont 4 fa propofée; & lorfque la fonftion = eft
telle que la feconde €quation eft maturellement fatisfaite,
Yéquation de la furface eft elle-méme un cas de Vintégrale
complete, parce qu'alors fa furface eft toute compofée de
courbes qui fatisfont 2 la propofée.

.Ce que nous venons de dire fur cet -exemple doit auflx
s'appliquer aux autres cas que nous avons traités dans le
Mémoire précédent. Par un femblable raifonnement, on

. 2
trouve que pour I'équation r — 7 — : — o, de

Yaricle XV du Mémoire , Pintégrale premiere compléte
eft I'équation aux différences ordinaires

dy -+ dyofr,y — x) — XL gy o,

ot ¢ eft une fonction arbitraire de deux quantités,, & ou ¢”
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eft le coéfficient de du dans fa différentielle de o (4, v).
Enfin Yintégrale finie eft le fyfteme des deux équations

=V (x 4+-y.x —y),
Y- Y =2 x-\L’”,
dans lefquelles -} eft une fon&ion arbitraire de deux quan-
tités, ou /, 4" font les coéfficiens de 44, 4v dans la
différentielle de ¢ (a, v), & on «L’" eft Ia moitié du

coéfficient de dady dans la différentielle feconde de ia
méme fonction.

CONCLUSION CENERALE.

1L réfulte de ce fupplément :

1.° que les équations aux différences ordinaires, pour
lefquelles les conditions d’intégrabilité ne font pas fatis-
faites, ne contiennent rien d’abfurde, ni d'impofiible, &
qu'elles font fufceptibles d’'une véritable intégration en
quantités- finies. '

2.° Que les intégrales de ces équations {ont complétées,
par des fonctions arbitraires de quantités variables, fonc-
tions que 'on n’avoit encore employées que pour les
intégrales des équations aux différences partieles.

3" Que les conditions dintégrabilité ont feulement
pour objet d’indiquer le nombre des équations dont {'in-
tégrale finie doit étre compofée, toute élimination d’indé-
terminées étant fuppofée faite.

4.° Que les intégrales du plus grand nombre des équa-
tions aux différences partielles ne font pas f{ufceptibles
d’étre exprimées par une feule équation, méme en fup-
pofant que P'élimination de toutes les indéterminées foit
faite; C'eft-a- dire, par exemple, que dans le cas de
trois variables, Ie plus grand nombre des équations aux
différences partielles appartient a des courbes a double
courbure, & non pas i des furfaces courbes, ce que toutes

T N —
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les méthodes ordinaires d’intégration fuppofent tacitement ;
& alors le nombre des quantités qui entrent dans fes fonc-
tions arbitraires eft plus grand que celui des variables
principales diminué d’une unité.

5° Quil y a certaines équations aux différences par-
tielles, dont les intégrales intermédiaires font de véri-
tables équations aux différences ordinaires.

6.° Enfin, que Ja Géométrie peut encore faire de trés<
grands progrés, parce quon a le moyen de mettre en
analyfe des maniéres nouvelles d’engendrer les courbes,
& parce quon a fa faculté d'entendre un grand nombre
de propriétés de I'étendue, qui font exprimées par les
refations qu’ont entrielles des équations julquici regardées
comme impoflibles.

ADDITION

Dans le fupplément qui précede, jai confruit plufieurs
équations aux différences ordinaires éevées; mais de toutes
les équations linéaires , qui ne fatisfont pas aux conditions
dintegrabilité, & que jai intégrées, je n'en aj conftruit
aucune ; je vais montrer, par un exemple , ce que ces
fortes d'équations fignifient dans I'efpace.

8i I'on fuppofe qu'un ceif, réduit i un point unique , foit
placé d'une maniére quelconque, par rapport 2 une furface
courbe , jappelle ligne du contour apparent de cette furface,
fa courbe compofée des points extrémes de cette furface,
que T'ceil peut apercevoir; cette ligne eft le contadt de Ia
furface courbe avec une furface conique qui Iui feroit
circonfcrite, & dont le fommet feroit au point de I'ceil:
dapres cela, je fuppofe qu'il s'agiffe de trouver Ia ligne du
contour apparent d’'une f{urface quelconque de révolution
autour de 'axe des ¢, vue par un ceil fitué dans le point
dont les coordonnées font a, 4, ¢, indépendamment de {a
courbe génératrice de la {urface.
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L’équation de la furface de révolution eft

2= 9(x -+ y),
& fon équation aux différences partielles eft
Py — gx = o.

L’équation de Ia furface conique 2 bafe quelconque, &
dont le fommet eft au point de I'ceil, eft

LT 2=,

X e g X g

& fon équation aux différences partielles eft

plx —a) 4+ q(y — b)) = ¢ — =

Or, il eft évident que pour la courbe demandée, non-
feulement les x, y, 7 de la furface de révolution & de fa
furface conique, font refpectivement les mémes , mais
encore que les quantités p, ¢, font les mémes dans les deux
furfaces, puifque tout le long de la courbe, ces deux
furfaces ont le méme plan tangent. Donc dans les deux
¢quations : :

py—gx=o0,p(x—a) 4+ qfy —8)=g—c,
Ies cinq quantités x, y, 7, p, ¢ ont les mémes valeurs;
donc fi T'on prend dans ces deux équations les valeurs de
p & de ¢4, & qu'on les fubftitue dans dg —pdx —+qd}y,
qui a également lieu pour fes deux furfaces, on aura

[x(x—a)4~y(y—b)]dg=(1 —c)(xdx —+ydy),

équation aux différences ordinaires linéaires, qui ne fatis-
fait pas 4 fa condition d'intégrabilité, & qui, confidérée
feule, exprime le contour apparent d’une furface quei-
conque de révolution autour de I'axe des z, vue par un
ceil placé dans le point dont les coordonnées font @, b, c.
L'intégrale de cette équation eft le fyfttme des deux [ui-
Yantes

- ——r
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z:¢(xz+y11,.v,.
2[x(x—a)+y(y —b)]d=0—c¢

On voit donc que toute équation aux différences ordi-
naires & trois variables, linéaire, du premier ordre, &
qui ne fatisfait pas a 1a condition d’intégrabilité, appartient
3 la courbe de contact de deux furfaces courbes générales,
Ceft-a-dire, de deux furfaces données chacune par une
équation -aux différences partielles linéaires.

FAUTES & corriger dans ce Mémoire.
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