
· Chapitre 2 

Une introdllction à l'utilisation 
de fOl1ctions de Lyapunov pour la stabilisation 

et l' atténllation de perturbations 

2.1. Introduction 

2.1.1. Ce que llOlIS proposons 

Ce texte est une inLroduction aux techniques de synthèse de lois de commande sta
bilisant asymptotiquement ou atténuant les perturbations. La plupart des termes tech
niques utilisés sont expliqués dans l'annexe 2.5 à la fin de ce chapitre. Les ""'~'''''rnp" 
dynamiques considérés admettent la représentation: 

;i; = f(:L u. d) 12.11 

Ol! :D est l'état à valeurs dans r espace euclidien IR" de dimension 11, 1.J la commande 
à valeurs dans JR:11l et d une perturbation dans JAU'), l'espace des fonctions 
localement essentiellement bornées de l'intervalle de temps dans IRIJ. Plus spéci
fiquement, nous nOLIs intéressons aux techniques déduites directement du souhait de 
rendre définie la dérivée, le long des solutions, d'une fonction de Lyapunov. 
elle-même à définir. 

Les l'onctions de Lyapunov sont connues pour donner un outil très effkace d'ana
lyse de stabilité. TI est aussi reconnu que, pour un système donné, trouver une fonction 
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de Lyapul10v appropriée est une tâche difficile. La situatÎon que nous considérons ici 
est différente cur il s'agit de stabilisation et non de stabilité et donc de synthèse et non 
d'analyse. Précisément, le système considéré est sous-déterminé, la commande n' étunt 
pas donnée {/ priori. L'idée est de choisir L1ne fonction de Lyapunov en premier Heu 
pour, en second lieu, spécifier le système par le choix de la commande. Cependant, 
toutes les fonctions de Lyapunov ne conduisent pas nécessairement Il une loi de com
mande admissible. Celles donnant un résultat sont appelées fonctions de Lyapunov 
assignables (CLF pour control Lyapwwl'frmclhms en anglais). 

Cette approche pour obtenir des lois de commande a une histoire. Le lec-
teur intéressé pourra par exemple consulter les ouvrages [BUT 68, GRA 63, KAL 60, 
LEF 65, LET 61. MON 651 donnés en référence. 

NOLIS nous intéressons ici à la stabilisation asymptotique globale. Ceci ne signilie 
pas que nous voulons que le point d'équilibre considéré admette l'univers en entier 
comme domaine d'attraction, lllais plus simplement que nous vou Ions imposer li prinri 
à son bassin d'aLtraction de contenir un ouvert donné, difféomorphe il m: n • Alors, .1: 

dans lJ dénote les coordonnées données par ce difféomorphisme et satisfait donc 
la propriété que lorsque la norme I:r 1 tend vers l'infini, le point considéré tend vers la 
frontière de l'ouvert donné (voir l'exemple 2.8 pour une illustration). 

Nous ne pOrLons aucune attention à la régularité des lois de commande si ce n'est 
à sa continuité. Alors, les équations différentielles ordinaires n'ont un second membre 
que continu. Ce type d'équations étant moins dans leg connaissances communes, nous 
commençons par des rappels à leur sujet à la section 2.2. Dans la section nous don
nons ulle définÎtÎon précise des fonctions de Lyapunov assignables et nous montrons 
comment elles mènent à l'expression de loi de commande stabilisant asymptotique
ment globalement. Nous présentons il la sectÎon 2.4 une méthode de construction de 
fonctions de Lyapullov assignables qui s'applique aux systèmes ayant une structure 
récursive en cascnde de taille croissante en allant vers lu commande et dits de forme 
feedback. Ce sont des systèmes construits récursivement en ajoutant des dérivateurs. 
C'est la méthode connue sous le nom de backsteppil1g en anglais. Un lexique et les 
notations génériques sont donnés à la fin de ce texte. Nous recommandons HU lecteur 
une lecture. rapide au moins, de cette annexe, section 2.5, avant d'entrer dans la partie 
technique de ce texte. 

2.1.2. Ce que II01iS /le proposons pas 

Nos ambitions dans cette introduction sont très limitées. Les thèmes abordés ne 
sont qu'ébauchés. Les références bibliographiques que nous donnons devraient cepen
dant permettre au lecteur d'oblenir des compléments d'information suffisants, Un 
exposé plus complet mais plus compact peut être trouvé dans [KaT 01]. 
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Aussi nous limitons-nous aux synthèses de Lyapunov sans toutes les traiter. Nous 
n'étudions donc pas la méthode d'ajout d'intégrateur qui s'applique aux systèmes 
admettant une forme récursive dite fe N(!cJ/ll'a rd et connue sous le nom clefol1\'(/rdillg. 
Celle-ci est présentée selon une approche similaire à celle adoptée ici dans [PRA 011 
(voir aussi [SEP 97]). 

Il Y a bIen d'autres méthodes de synthèse proposées dans la liUérature pour traiter 
les problèmes de stabilisation asymptotique et d'atténuation cie perturbations (voir 
rISI 99:1 par exemple). Elles reposent sur: 

- la théorie des perturbations régulières ou singulières (voir [KHA 961 par 
exemple) ; 

-le théorème des petits gains non linéaires (voir [lIA 94, TEE 961 par exemple) 
ou la passivité (voir [aRT, SEP 97] par exemple); 

- la linéarisation partielle ou total par bouclage (voir [IS l 95 J par exemple) ; 

- etc. 

Nous n'abordons que le problème de la stabilisation asymptotique, l'aspect perfor
mance par exemple n'est pas considéré. En d'autres termes. nous nous préoccupons 
d'existence et n011 du choix parmi les solutions existantes. 

Enfin, nous ne considérons que des bouclages statiques stationnaires d'état. De 
nombreux résultats sont aussi COIlIlUS pour les bouclages dynamiques ct/ou instation
naires d'état eUou de sortie (voir [PRE 96, KRS 98a, KRS 95, MAR 95, NU 99] par 
exemple). 

Comme le lecteur pourra s'en rendre compte de lui-même, la synthèse de loi de 
commande stabilisant asymptotiquement requiert une étape préliminaire d'écriture de 
la dynamique dans des coordonnées appropriées permetlant d' exhiber certaines struc
tures. Nous n'abordons pas cel aspect pourtanl essentiel. 11 relève en général de la 
géométrie différentielle alors que nOLIs n'utilisons ici que de l'analyse. Les ouvrages 
rISI 95, MAR 95, NU 90J contiennent de nombreuses informations pertinentes sur cet 
aspect. 

Nous illustrons notre présentation par de nombreux exemples. Mais, dans un souci 
de clarté et de concision, ils sont tous de nature académique, bien que parfois inspirés 
d'applications bien réelles. Cependant, toutes les techniques que nous introduisons ont 
été envisagées, au moins, pour la synthèse de loi de commande pour des applications. 
Ainsi, des expérimentations de lois de commande obtenues par !J{/cks!epp;l1g sont rap
portées par exemple pour des moteurs électriques dans r DAW 981, la commande en 
position de bateaux dans [FOS 99] ou la commande de véhicule dans [CI-lE 98]. 

Le lecteur ne doit pas non plus compter trouver dans ce texte une solution à son 
problème particulier de stabilisatÎon asymptotique s'il en a un. En revanche. il trouvera 
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une série de techniques et plus généralement une attitude à adopter qui devraient lui 
permettre de construire IUÎ-même celte solution ... si elle existe. 

2.2. Les bases 

Soit f : 1F!:rI X ~p ---;. I!?ll une ronction continue. 

DÉFINITION 2.1.- Etalll dOl/né 1111 poillt .1; de R II el IIIU! fOllction cl da/1s 
L~C(lP~+llR[!), ... \"(:r, i; cl) l'sI dite soll/lio/1 tltl syslème: 

:z: ./'(,1:, ri) L2.2] 

s'il existe llll ;nstollt T > 0 tel que: 

---;. !PL?? est/Ille fonction conlÎnue; 

2) 1I0llS avolls: 

/

.t 

X (:r, t; ri) ;r + f(X (:1:, .'i; li), d(s) )C1.5 
.0 

'lit E [0, T) [2.3] 

THÉORÈME 2.1.- POlir chaqlu.' point :t: de JR/l et pOlir chaque fOl1ction ri dans 
LI;;jIR:-i-,IlV

1
), le système 12.2} ac/meIl/lie solu/ion (l'oir IHAL80, théorème 1.5.J) 

par exemple). 

REMARQUE 2.1 La différence principale avec le cas plus connu où f est Lipschitz 
continue est dans le rail que les solutions ne sont pas nécessairement uniques. 

2.2.1. Cas salls perturbatioll 

Pour le cas où il n'y n pas de perturbation d. nous avons la définition sUÎvante. 

DÉFINlTION 2.2.- Supposons l'orÎgine de JR:.II SOll/lioll cons/anle de: 

:i: = f(:1:) t2.4] 

Elle est dite: 

- globalemelll slable .'il' il existe ulle fonction Cl de classe 9C telle que, pOlir chaque 
point:c dl' lP~n. fOuies les solllliol1s ",\"(:1: , t) sOl1l d~fillies slIr el satisfolll: 

VI 2: () l2.5] 

globolemel1/asymptotiqueJl1ent slable s'il existe 1111(.' .lallctioll ;3 de classe :JCC 
telle ql/e, pOlir c/wqlle poillt ;1: de IR: 11 , IOlltes les sollltiol/s ... \ (:D ~ 0 sont définie,li sur IR+ 
et sai ;.~rol1t : 

VI 2: 0 f2.61 
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REMARQUE 2.2.- Des définitions équivalentes de la stabilité asymptotique globale 
peuvent être trouvées par exemple dans [LIN 96, remarque 2.4. proposition 2.51 et 
[CLA 981. 

La propriété de stabî1ité asymptotique globale est robuste par nature (voir théo
rème suivant). 

THÉORÈME 2.2 nCLA 98, KRA 63]).- L'origine esT tille solutioll globalemellt 
asymptotiqllemelll stable si et sel/lemel1t s'il existe IIl/e./rJ/lction définÎe positive li telfe 
qlle, pour chaquelà/lctioll fr5 : JR~n -i- R/I COl1tilll1e eT \'(!r{/iallf: 

lu - :fl + 1/,)(·1') - f(IJ)1 :S S(:r) 12.71 

l'origine est aussÎ li/le solutiol1 globalellle1lt as.vmplOtiqlIement stable de: 

J~ = l2.8j 

L'interprétation de [2.71 est que la stabilité asymptotique globale est robuste à des 
perturbations de l'état et des perturbations régulières du second membre de l'équation 
différentielle pourvu que ces perturbations soient bornées par une fonction définie 
positive de l'état ;r qui tend typiquement vers 0 lorsque I:rl tend vers l' inflni. 

Il est possible d'écrire des conditions suffisantes (el même nécessaÎres) des 
diverses notions de stabilité que nous venons de rappeler en termes de fonction de 
Lyapunov. 

DÉFINITION 2.3.~ Un l'II semble S est diT qlfosi ùn'ariallt si. pOlir chaqlle point:1: dans 
S, il existe alf moins /Ille solutioll .Y (:r1 l) défillie sur IF!: et prenant ses l'lIlellrS dans S. 

THI~ORÈME2.3 ([RYA 931, THÉORi~ME 2).- SoiT: 

- U 1/1/ sOlls-ellsemble non l'ide de 18),11 ; 

- F lmefollcliOll de classe Cil salÎ.~f{/is{//1t l'illégaliTé: 

----V(:r) L.rV(.T)::; 0 V;r U 

- X(.T, t) une solwiol1 définie slir bornée et prellant ses l'alellfS dan ... U. 

Il existe 1/11 nombre réel v tel que. lorsque l lend vers -I-oc,. alors X (:1:, t) tend l'ers 
le pills grond ensemble quasi invaria1Jt COJ1fenll dUlls l'el/semble: 

{.1: E closure(U) : F(:t') = '0, LJV(:r) = O} 

De l'II/s. si V esl définie jJo.\'itÏl'e (respectiv['ment propre), alors l'orÎginc est glo
balement stable. 
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Dl;FINITION 2.4.- Le système [2.4 J m'ec fOl1ctiol1 de sortie h continue l'sI dit état
zéro détectable si clIaqlle SOllllioll X (:1:, n, définie maximalement à dmÎte slIr [O~ T), 
pOlir 1111 réel stricteme1lt posit(fT, eT l'ér~fùl1ll: 

Yt E [0, T) [2.101 

est l'II fait définie slIr [0, +c~c) et felld 1'el:~' J'origille lorsque 1 tend vers +00. Vn 
ensemble S est dit qllasi invariallt si. pour chaq/le point :1: dans S, il existe au 1110ins 

lI11e solut;ol1 .,(Y(:r) t) déJillie .11111' JP2 et prenant ses "oleurs dans S. 

THÉORI~ME 2.4 (USl 99]. P. 44).- Si le système est état-:.ém détectable al'ec h 
COlH1IIeJlmctimi de sortie et il existe une fl)J/cti{)JJ de Lyapll1101' de classe Cl l'ér(fiant: 

.----:---.. 
Ille) L iV ( :1:) ::; -1 li ( :L' ) 1 Y.T E IR:n 12.11J 

alors l'origine est globalelllelll a,',Tmplotiqllement stable. 

2.2.2. Cas m'cc perturbatio1l 

Dans le cas où une perturbation cl est présente, nOLIs pouvons quantifier son action 
sur les solutions comme suit. 

DÉFINITION 2.5.- Le système: 

:r f(;1: 1 d) 

est dit stable elllrée état (= SEE) (Input to Slate Stable, ISS. eHllnglais) s'il existe ulle 

fonction Î' de classe X, appelée le gain L= 11011 linéaire, el /Ille fOllclion /3 de classe 
9([, lelles que, ]Jour chaque fOllctioll cl dans L~D(IR:.+ 1 el cllaqlle poillt ;r de JRIl J 

IOllles les solutions X (,T, t; li) sonl définies sur IR+ el safi,~/ont: 

l2.13] 

EXEl'vlPLE 2.1 (UN SYSTÈME SEE).- Montrons que le système suivnnl est SEE: 

+(/3 

1
;1:1 = 

'. : -~l:'J + ,';a + :rl d 
:1·;1 - -'Z'2 

l2.l4] 

Nous commençons par étudier le sous-système en .1;1. Avec l'inégalité de Young 
r2 .366 J, nous obtenons: 

[2.151 

[2.161 
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Nous avons donc l'implication: 

:; -1 [1 - (~)' 1 J :1' t [2.17j 

Utilisant le fait que Il dl [O,/J Il ,:x; est Ulle fonction non décroissante du temps et que 
les fonctions .rI (t) satisfaisanl l'inégalité: 

~ 
1.1,:2 < 
2") -

vérifient: 

[.1 -lJ (1. .2)2 
2·1.'1 

nous pouvons déduire que loutes les solutions du sous-système en :r l satisfont: 

Ce sous-système en :l'l est donc SEE avec le gain L'= non linéaire: 

,d8)=28 

[2.) 81 

[2.191 

[2.201 

12.211 

Etudions maintenanlle sous-système en (:r2~:ra) en considérant (.fl' cl) comme 
entrée. Nous posons: 

Avec l'inégalilé: 

et en complétant les carrés. nous obtenons la dérivée: 

---F(:1::;!. :L'::i) 

< 

< 

< 

Avec la notation: 

+ (2,1:::! .ra) .1.'1 ri 

1· -) J 1 (1.21 ",.2) L r: -1.2 (J2 ,>:1 T '4 '-2 -r ·f-~l -, Û. -1 -

l/(:r::.!~ :r::d + 5 .1:î (z2 
\ r ( _,. ". _ ) + 1) lA + 15 (l-l 

1 .' 2. ,f-:J rr ' -1 2 --

V· (t) = V (..!\ 2 (,1:2, :1:;:1, t; ,1-' l, ri), Xa (:/,'2 •. 1:;J, t; :1: 1. ri)) 

l2.24J 

[2.25] 

l2.261 

[2.271 

/2.281 
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il s'en suit: 

F(I,) exp( -l/2) F(O) 

j'f 

+ . C'xp(-(1 
.11 

:; exp( -1./2) 17 (0) 

/

.1 

+ exp ( -(t 
. n 

ctl (8)] dB 

+ ctl (8)] Ils 

:; (exp ( -/'/2) F(O) -1- # !'f pxp( -(t - S )/2)/11 (1:1'1/' t)'l) 
,CI 

[2.30] 

f2.31J 

Avec [2.23], nous concluons qu'il existe une fonctÎon /323 de classe ;JCC telle que, 
pour toutes les solutions X 2:3(:1:2, :l';j. t; :rl, d), nous avons: 

IX2:i(:Z:2, :l~g,t; :r1, cl) 1 :; f12:J( (/:1:1/ + 1;7~21 + 1:1:;1/), t) + 0 (lIdl 10,1) //00) 2 [2.321 

En regroupant [2.201 et [232J. nous avons [2.13]. Ceci établît que le système 
12.141 est SEE. 

Pour résumer, le point-clé de cet exemple est l'utilisation d'une fonction de 
Lyapunov pour mettre en évidence la propriété de stabilité entrée élat (voir le théo
rème 2.6). 

REM 1\ RQUE 2.3.- D'autres façons de quantifier J'effet des penurbations sur les solu
tions ont été proposées et étudiées (voir par exemple [SON 98] pour le cas déterministe 
et [KRS 98a] pour le cas stochastique). 

REIVIARQUE 2.4.- Par la suite, nous nous occupons d'un système sous la forme: 

:i' = f(:t, li, d) [2.33] 

et nous cherchons une fonction continue ~b : ~~n -i- JR:.111 telle que le système en boucle 
fellllée: 

[2.341 

est SEE avec un gain LOC' non linéaire 1 aussi petit que possible. Ce problème s'ap
pelle le problème d'atténuation de perturbations. NOLIS ne l'étudions que dans le cas 
LOO (c'est-tl-dire dans le contexte SEE). Il a été étudié dans d'autres contextes comme 
le cas L 2 (voir par exemple [IS195, section 9.51 ou [PRE 96, KRS 981.1, PAN 98, 
SCHA 96, TEE 991. 
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La capacité d'obtenir des lois de commande atténuant]' effet de perturbations per
met de traiter des problèmes de stabilisation asymptotique globale plus complexes. 
En particulier. nous pouvons interpréter comme perturbation des termes qui seraient 
trop compliqués à prendre en compte ou qui seraient mal connus. Précisément, nous 
pouvons travailler avec des modèles de complexité réduite (voir l'exemple 2.14). Pour 
vérifier si une telle approche est valige, nous avons à notre disposition le théorème des 
peLits gains non linéaires suivant (voir aussi [ING 02, TSI 991). 

THÉORÈME 2.5 ([.nA 94J).- COl1sidérons l'intercollnexioll: 

{
û 
ri 

g(!J,e) 

h(y,c) 
l2.35] 

de dellx systèmes SEE. En parliel/liel; soil f3c et j3d des.f(mclÎons de classe :XC. "ie el 
Id des/onctions de classe 9C telles ql/e, pOlir chaqlle.!lmctiOll ri daus L~~:(JR~+ l IR~'pd). 
chaque foncli011 e dans Lh:c(J~+, lRP,). chaque poi1tl ,T de JR:II et c"{lqlle point y de 
m;m, loutes les sol1l1iolls X(,1;, t; ri) et Y(y, l; e) sont d~fillies surlM:+ el satü:tèmt, pOlir 
presque f01l1 l, 2': 0: 

Ik(.X·(:r, l; cl))1 max{/3L,(I:tl,l.), le (1Idllo,il Il,X))} [2.36] 

Ih(Y(Yl t; c), c(l.))1 :Ç max{/3d (I.'JI: 1), ~fd(llel[n"111(X») } [2,37J 

SOIIS ces conditions, si: 

(respeclivemenl l d(,c(S)) s) \/,5 > 0 12.38'1 

alors l'origine esllllle solll1ioll globall'lIlellt asymptotiquement stable du sy,\'tèl11e C01l1-

plet /2.35]. 

REMARQUE 2.5.- Des versions locales de cet énoncé existent Voir par exemple 
95"1· 

EXEMPLE 2.2 (APPLICATION DU THÊORÈl'vlE DES PETITS GAINS).- Considérons le 
système: 

( 

-:1'1 + ,T~ J;2 

.1:2 -J'2 :r2 + lJ'2 

Û = - II + ~ l,]' 1 1 j 

12.39] 

Montrons que J'origine est globalemenL asymptotiquement stable en appliquant le 
théorème des petils gains. 

Pour ce faire, nous considérons le système l2.39] comme étant constitué de l'in
terconnexion des sous-systèmes en :L' et en y. 
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Pour étabHr que Je sous-système en .1' est SEE, posons: 

En complétant les carrés, nous obtenons: 

-"-;---( .. ".)" _ ( .. 2 .2) ., (.:3_.) .U .. 2 .. 2 
\:1' .1.1,·1.2 - - .1. 1 +:12 -I-.l,( .1'1'[2 -,1'1.1 2 +J'2U 

< 1 l.2 l 't.:.! l TG "l.2 + 1 l'} 1 
- - ~'"I 2"' 2 - '2' 1"2 '2 ", 

s: -VI: -1- ~.I/ 

Ceci implique, avec la même notation que dans [2.28] : 

[2.401 

[2.4 1] 

l2.421 

[2,43J 

[2.441 

11 est donc établi que le ,mus-système en :r est SEE et donc qu'il existe une fonction 
de classe 9(L tel1e que, pour toutes les solutions et tous les temps positifs, nous 

avons: 

où: 

Dc même, pour le sous-système en lJ, nous posons: 

V (1}) = 1./}2 
y • 2 ' 

L'inégalité 12.366] de Young nous donne: 

Il s'en suit que, pOUf chaque f dans (0,1), nous avons: 

--. 
1/~/(Y) = 

Î.I 3 0 < - - I} -1- - .r-:-] - 8' 8 

< _ Îf if (_1])2 _ (1' ( )') 3 'J) - 2 il· --2-..c... III y - - 28 (1 _ ê) ;rï 

[2.45J 

12.46] 

[2,47] 

r2,49J 

[2.50j 

[2.51 J 

Ceci établit que le sous-système en !J est SEE et donc qu' iJ ex iste une fonction {Ji! 
de classe :JCC telle quc, pour toutes les solutions et les temps positifs, nous avons: 

12.52] 
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avec: 

l1.53J 

Ayunt établi les inégalités l:2.36J et l2.37]. il nous reste à vérifier la condition f2.381 
de petit gain. Nous avons, pour ,<; strictement positif: 

( 
1 
ïJ 

t s~ ) 2 f2.541 

s<s 

Avec le théorème nous en concluons que l'orîgine est Ulle solutÎon globale-
ment asymptotiquement stable de l2.39 J. 

Comme pour la stabilité asymptotique, les fonctions de Lyapunov se révèlent four
nir un outil très efficace pour traiter les problèmes de SEE. Ainsi, nous avons le théo
rème suivant. 

THÉORÈME 2.6 (lSON 95aJ).- Le système [2.11] l'sI SEE si el seulemenf il 'il existe 
/Ille f011ction de Lyapl11101' li de classe Cl, Hile JOI1CliOI1 1 fi de classe :J(';x, et /Ille 
fonction b de classe :Je telles que: 

, d) ]p; Il 1R}) [2.56] 

PlliS précisément, celfe il/égalité implique qlle le gain L'= 11011 linéaire es! pln'l 
pelil que la flmetion 0 (J.-l 0 b, oit (1' l'sr 1II/e pme/iou de classe :JCX) salisfaisanl: 

f2.571 

NOliS avons en fait déjll utilisé ce résultat dans l'exemple 2.1 pour montrer que le 
système l2.14J est SEE. Dans le contexte de la propriété de SEE écrite il raide d'une 
fonction de Lyapunov, nOlis avons une autre version du théorème des petits gains qui 
s'avère Lrès utile en synthèse de lois de commande. 

THÉORÈME 2.7 ([PRA 931).- Considérons l'inrercoJrl1ex1rm 12.35] oit le SOli.\'

s.vslème en y est SEE Ql'ec en parriculier des fonctions f3t! de classe ~(L el '"'ld de 
classe :Je telles que, pour clll1qlle Jonction e dans \ )RfJ) et c!taque point .IJ de 
R", fO/ltes les solwiol1S Y (y, t; c) sont définies sitr el s{/Ii.~/(ml : 

Vt 2:: (1 12.581 

1. Sans perte de généralité, nous pouvons prendre (1 (oS) = s (voir 1 PRA 96 n. 
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Soit VI: Imefonction de L)'apll1lOl'de classe Cl, /:1: 1I1lefimclioll de 9C et A llll rée! 
strÎctement posil({ \'ér(fùmt : 

SOIIS ces condilÎons, si, pour 1/11 réel é dans (0, 1). IUJll.\' {/\,011S: 

V:c E JH:1I f2.601 

alors l'origine est ulle soll/l;017 globalement asymptotiquement stable du système CO/H

p/et /2.35}. 

2.3. Fonctions de Lyapunov assignables (CLF) 

Considérons le système affine en la commande: 

.i: = f ( :r) + .f1 ( :r) li [2.61 ] 

Sail V" une fonction de Lyapullov de classe Cl. La dérivée de F Je long des solu
tions de f2.61] vérifie: 

---V (;J~) = L J 11 ( :L') + L fi F (.1: ) 1J, [2.62] 

~ 

Pour chaque.7: te] que ILg l1(:c) [ est non nul, cette dérivée F(:r) peut être rendue 
strictement négative en prenant la commande par exemple comme: 

_ L.rV(;J;) + I.l:[l \7(, .)'1' 
Ir 1712 .JrJ.1 

.Jfl lx, 
l2.63] 

MaÎs, en chaque point:r où [Lg F(:r) 1 s'annule, la commande n'a pas d'action sur 
la dérivée de V puisque nous avons seulement: 

~ 

F (.r) = L f V'(:r ) [2.64] 

11 s'en suit qu'une fonction de Lyapullov F ne peut être éligible pour conduire à 
une loi de commande stabilisant asymptotiquement gJobalement uniquement si elle 
vérine J'implîcation: 

[2.651 

En d'autres termes. la fonction F doit être telle que la fonction L f F restreinte à 
l'ensemble {:D : 1 L!J li (.7:) 1 = Cl} est il valeurs non positives. 
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DÉFINITION 2.6.- Une fonction de Lyopwuw 17 de classe est dÎ((;~ slrÎClemel11 
assignable point par point (CLF) aIl système [2.6/ J. l~llil1e eu la commande, si elle 
l'érUie la propriété: 

r2.661 

DÉFINITION 2.7.- Ulle fOllctioll dl' Lyl1pwJOI' V de classe est dite strictemenf 
assignable point pOl' point (CLF) lIli système fl. 6 J l, q!lille l'II ln COlllllwllde, si elle 
\'ér(fie'2 : 

" LJF(:/;) 
hml::lu,p 1 1/( ')1 :; 0 1:t:I-1l Ly :z' 

EXEMPLE 2.3 (FONCTION DE LVAPUNOV ASSIGNABLE POINT PAR POINT ET LOCA

LEMENT CONTINÛMENT).- Considérons le système: 

f2.68] 

ct ln fonction de Lyapunov: 

17(," ",) _ j (,,2 (,. ,.3)2) 
1 .Z l "Z,2 - 2" ,t 1 + .1'2 + .1, 1 12.691 

Vérifions qu'elle est strictement assignable poinl par point. Nous avons: 

[2.70] 

Ainsi, Lu \:"(:1:J, :/;2) est nul si et seulement si: 

[2.71 ] 

Dans ce cas, nous avons: 

[2,72J 

qui, avec [2.71]. est strictement négatif si le point (:l:1 • . 1'2) n'est pas J'origine. 

Nous remarquons aussi que nOLIS avons: 

• O} 

f; ( l' "l'O" )-
1 '"1:'"2 l2.73 J 

Ceci permet de conclure que V est localement continClment strictement assignable. 

2. La IimÎte sLlpérieure peut très bien être -00. 
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THÉORI~ME 2.8 (/FRE 96, HAM 01, SON 89u]).- Soit V IlIle.frJ11Clioll de Lyap1f1IOI' 

de classe Cl strÎctellU!lIl assignable pOÎHI par point ml syslème {2.61J : 

- si 17 est al/ssi loclIlemelll cOll1Î11IÎmenl striclemelU assignable. les fonctiolls (/)8 

et ÔP suivanles ,\'0111 cOlltiuues et dOlll/elll des lois de COl11111aJule stabilisant asympto
tiqllement globalement l'origine: 

sÎ IBI = 0 

.4+ (b,..,.(:r) = ___ '--___ B T si IBI ::J 0 [2.741 

qJF(.T) = 

avec la 1I0lation : 

/2.751 

- s'i! exisle Urt réel 0' > 1. tel que nOlis m'mis: 

[2.76J 

a/ors il exÎste 1l1leJànctioll de classe Cl dé./il1ie positil'e et propre C doulla dérÎ\lt'e est 
positÎl'(' et telle qlle : 

C/>.d:r) [2.77] 

esllllle loi de cOIllI1l(11/de stabilisant asymptoliqllew{JlIl globalemelll. 

REMARQUE 2.6.- Le théorème 2.8 il été étendu au cas où la commande est sujeUe à 
unc contrainte d'amplltude (voir IMAL 991 par exemple). 

REMARQUE 2.7.- Il est montré dans fEF] 02] que la condition [2.661 de stricte assi
gnabilité peul être relâchée. Précisément, le résultat du théorème 2.8 esL encore juste 
si la fonction de Lyapunov F vérifie seulement: 

L F(:r) I1m su p -,---'J __ _ 
IL'i \1(;1:)1-·0 IIf) F(:r)1 

o [2.78J 

Mais alors, il [nuL ajouter que, pour tout réel non négaLif v, le plus grand enscmble 
quasi invariant de: 

[2.79] 

contenu dans r ensemble: 

est réduit li l'origine. 
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REMARQUE 2.8.- La loi de commande 12.771 est parfois appelée c01ll1lllmde graditmt 
ou commande Lg1f. Lorsque (l'est égal à 2, son intérêt est dans le rail que le système: 

{
:r = f(:r) + !](:l')[I,b,.(:r) + v] 

lJ rjJL(:Z:) 
r2.801 

d'entrée u et sortie y est strictement possil Cette propriété garantit par exemple la 
robustesse de la stabilisation asymptotique globale malgré la présence de dynamiques 
négHgées au nÎveau des actionneurs. Observons cependant qu'elle est fondamentale
ment de nature grand gain. Pour plus de détails, le lecteur peut se reporter tl la lecture 
de lSEP 97] (voir aussÎ IHAM 01 1). 

REMARQUE 2.9.- Si la fonction de Lyapunov n'est pas localement contÎnûment stric
tement assignable ou ne vérifie pas la propriété [2.76J, nous pouvons perdre la conti
ImÎté à l'origine ou même la bornitude locale des lois de commande. Mais ces IOÎs de 
commande peuvent malgré tout être utilisées pour rendre globalement asymptotique 
stable un voisinage de l'origine. 

EXEMPLE 2.4 (SYNTHÈSE DE COMl",IANDE A PARTIR D'UNE FONCTION DE 
LVAPUNOV STRICTEMENT ASSIGNABLE POINT PAR POINT).- Pour le système 
i2.68J, nous avons vu dans)' exemple 2.3 que: 

Tl( . . ,) _ 1 (,,2 (,. ..2)2) 
1 .1, 1 •• 12 - 2' .1, 1 -1- .L.'2 -+ .l, l [1.81 ] 

est strictement assignable point par point et localement continûment. Nous déduisons 
avec le théorème ::!.8 que la fonction: 

1>8(:r) = 0 

si + :efl = 0 

08(:r) 

si 1:['2 + 1 f:: 0 

ou: 

l2.8::!J 

. l ')1 SI :r'2 + :rj o 
si 1:l'2 + .rÏ 1 f:: 0 

[2.83] 

est continue et donne une loi de commande stabilisant asymptotiquement globalement 
l'origine. Nous pouvons uussi tirer profit de la décomposition particulière 12.731 de 
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LI li pour déduire une IOÎ de commande ~1 partir de V. En effet. nous obtenons: 

Ainsi, nous voyons que la fonction: 

[2.851 

est continue et donne L1ne loi de commande swbilisant asymptotiquement globalement 
l'origine. 

Les éwpes ci-dessus sont typiques dans la synthèse de Lyapunov. Précisément, 
en es consistent à écrire une majoration de la dérivée li comme une somme d'un terme 
non posÎtif et d'un terme ayant Ly 11 en fac le ur. Une (eHe majoration est non unique. 
Ainsi par exemple, nous avons aussi: 

[2.861 

A parlir de ces majorations, nous pouvons procéder par an/1ulation en définissant 
la commande cie sorte qu'elle annule le facteur de Lg"V et le remplace par un terme 
négatif multiplié par L!J V. Nous pouvons aussi lirer parti d'inégalilés comme [2.3661 
et procéder par dOlllil1a1Îrm. Par exemple: 

dans la décomposition [2.84], nous voyons qu'il n'est pas nécessaire d'annuler 
le produit: 

L 1i(q ,,')( ') A + 1) .2L 1 r(" ,.)) gl .lJ,.I2 - ..... 1'1 -.11 'yi' .1),.1<2 

lorsqu'il Il' est pas positif. Ainsi, une synthèse par domination donne par exemple Ul 
comparer avec [2.831): 

(f) (.1: 1 , :1'2) = - ---'----'''-------'''-----'=--:::-..----'----''----'-----'-

[2.871 

- dans la décomposition [2.861, en complétant les carrés, le produit Lg F:rT peUl 

êlre majoré comme: 

r2.88] 

Nous obtenons ainsi l'inégalité: 

< 1.),,1 + l' lT(r J')(] L rr(T 'Z,·) T + 'h .. '2,,· -j li) ["_.891 --2"1 "'!JI ,1",2 J'..Iyl' ',]"''2 -..:.? -'1<? - ~. 

Une autre loi de commande stabilisant asymptotiquement globalement est donc: 

l2.90] 
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Maintenant, pour savoir s'il existe une commande gradient. nous vérifions si la 
condition [1.76] est satisfaite. Nous observons qu'avec la décomposition [2.73] nous 
obtenons: 

Lf 1/(.1:1. ,1:::!) = -(:d + ~ ,),,6) l ') ,2 (l 'i(,", 'L )):! 
T_.ll '-_.1'1 './fJ\ '/'I,J'2 r2.911 

Le premier tenne entre parenthèses dans le membre de droite est déllni positif en 
;1~2 pour tout 1.1:11 < J2. Ceci implique: 

r2.921 

Donc, de la formule [2.77]. nous déduisons la commande gradient: 

t2.931 

où la fonction C' reste II déterminer. En utÎlisant l'inégalité 12.3661, nous pouvons 

montrer que cette IOÎ de commande rend la dérivée 
déllnie si [î' (V) satisfait la contrainte: 

Par ailleurs, nOlis déduisons de [2.81] : 

,;C2 dans [2.86], négative 

t2.94] 

t2.95 ] 

Ainsi. une expression appropriée pour (' est par exemple: 

c' (11) = LJ '2 + 4 '0 + 3 

En résumé, les points importants de cet exemple sont: 

la majoration de la dérivée 17 comme: 

Ol1 T _ est un terme non positif el T un terme quelconque: 

[2.961 

l2.97J 

la synthèse d'une loi de commande à partir de cette majoruLinn [2.971 Fia une 
approche d'annulation: 

'II = -T - Q(:r) Lu '/(;1;)1' [2.98J 

où Q est une matrice définie posÎlÎve ou avec une approche de dominatÎon en pOllssanl 
plus loin la majoration [2.97] avec cn particulier la possibilité d'obtenir une C0111-

mande gradicnt. 
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Pour des systèmes sans perturbat.ion. nous venons de voir que la connaissance 
d'une fonction de Lyapul10v strictement assignable point par point nous permet 
d'écrire une loi de commande stabilisant asymplotiquement globalement. Pour le 
cas avec perturbation, la même approche peut être suivie (voir aussi [KRS 95, 
lemme 5.2]); voir le théorème suivant. 

THÉORÈME 2.9 (lSON 95bl).- Soi/ F unefolle/iml de LyapUl101' de classe Cl stric

tement assignable poilll par point ef localement contÎlllÎmellt ail syslème [2.61 j. Si et 

seulement si J101IS m'0I1S : 

lillI 
1:':1--:;.;:; 

LilF(:l:)=O 

LJF(:t:) 
\L)7(:r)1 

alors il existe l/IIe.flwctiol/ comiT/lIt' (1) qui rend le systè1l1e suÎ\'m/t SEE: 

.1; = f(:r) + g(.T) (p(:r) + p(.l') ri 

l2.99] 

[2.100] 

REMARQUE 2.10.- La preuve de ce théorème est constructive. En effet, la condition 
/2.99] garantitl' existence d'une fonction 0: de classe :)(= vérifiant la propriété: 

f2.101 J 

A partir de là, une loi de commande appropriée est donnée par ~b8 ou rj)P dans le 
théorème 2.8 en y prenant A comme: 

r2.102] 

REMA RQUE 2.11.- Pour le cas général où le système Il' est pas afflne en d, comme 
dans 12.1 00], la condition [2.99] est plus complexe. Les fonctions de Lyapunov qui 
donnent encore accès à une loi de commande sont dites robustement strictement assi
gnables (RCLF pour Ro/mst COl/trol LyapwlOl' FUI/clions en anglais). Elles ont été 
introduites et étudiées dans lFRE 961. 

EXEMPLE 2.5 (RENDRE UN SYSTÈME SEE PAR BOUCLAGE).- Pour le système: 

12.103] 

nous cherchons une loi de commande rendant le système bouclé SEE. 

Avec l'exemple 2.3, nous savons que la fonction de Lyapullov: 

1 T ('[' ,.) ;:;"_1 (.'1.21 + (.-",_, _1_ .,[.,2) )2) , ," Il.''2 " .1, , [2.1041 

est strictemenL assignable point par point el localement continûment (au système non 
perturbé). Etudions donc si la condition [2.991 est satisfaite. 
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Nous obtenons: 

I

L J 11(.1'1, .1;2) = :l'I:J:2 + (.1'2 + :J'T 

Ly 1'"(:1'1 \ .T:.d = :r:..! + ;1~î 
L p F(:r'l"l':.d = .1'] + 2.7:1 (.1'2 J'f) 

Ainsi. lorsque Lu1! est nul, nous avons: 

L1J l1(;r J, :r2) :1:1 

Ceci implique: 

l2.105] 

12.1061 

12.1071 

Nom; sommes donc ussurés de l'existence d'une loi de commande appropriée. 
Pour en obtenir une expression, nous écrivons (voir l2.86J, avec l'inégalité dc Young 
[2.366]) : 

-,d + :1:J d + LyV(:l'J, ;L:2)(:rT :1:2 + 2:ri:r2 + 11 + 2J:1 d) 

:; -E:cj + Lu V(:1:1 , :r2) Cri - :1:2 + 

+aldl* 
où ê est n'importe quel réel dans (Cl, 1) et: 

(1.= 

l2.I08j 

27 .. . ) '. ...L ,A, ,'. '. ,1 .1-::! + 11 1 --" -,:\.1, 1 L q 1, (.l l , .I.:.d 
25üE" ' 

109] 

11 s'cn suit que, en prenanlla IOÎ de commande comme: 

nous obtenons: 

-E(J:'; + Lg F (,Tl ~ .1,'2 yI) Idl i 
:; - 2 E 11 (:r l, :D2 ) 2 -1- a 1 dl i 

Ainsi, puisque nous avons: 

[2.111 ] 

12.1121 

[2.I13J 
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le théorème 2.6 dit que le gain LX 110n linéaire 1 du système ell boucle fermée satis
fait: 

[2.114] 

Observons que ce gain ne peut être rendu arbitrairement petÎt. En effet, (1. est 
minoré par ~ . . 1J2 

De nouveau, il ressort de la condition l2.99 J que ce que nous pouvons faire avec 
une fonction de Lyapunov est complètement dicté par la restriction il r ensemble 
{:l' : ILyF(:r)! O}. Ce point a été étudié dans r.TEE 99J par exemple. En parti
culier, si ILpV(:t)1 eSlllullorsque ILyF(:r)1 est nul, alors il n'y a pas de limÎte dans 
l'atténuation de la perturbation. Précisément, nous avons le théorème suivant. 

THÉORÈME 2.10 (fPRA 96J).- Soit Y 1I11efollclion de Lyapllllol' de classe Cl stric
tement assignable point par poillt el localemenl c0l11inlÎme11l au système /2.61 f. S'il 
existe lIllefonctioll P : }R:n -;. [0, +(0) contiJ/ue sati~'1'aisalll: 

[2.115] 

alors. pOlir toutes IrJ11diol1s )'11 et Tl' de classe :]('XJ, il exisle mu' '/ollclÎml contillue 

q) l'f des fOllctions (3 11 ef de classe 9CC leI/es que, pOlir chaque .!lJ/1CtiOI1 li dal1s 
L~cCiP~+, !R:iJ) et chaqlle POi1l1 :1: de jp{ll. lOI/tes les so!mhms X (:1', h cl) dIl syslème ell 
bOIf{:leferJ/lée: 

:i' = f(.r) + g(:r) r/>(:r) -1- p(.1:) cl 12.1161 

sont déjil/ies s/lr et sali.\:follt. pOlir IOll/temps t posit~f: 

[2.117] 

el, lorsque p(.s) ::; s .. 

[2.118] 

REMARQUE 2.] 2.- Celle fois encore, la preuve de ce théorème est constructive (voir 
l'exemple 2.6). 

REMARQUE 2.13.- Le gain L= non linéaire 1;/: étant arbitraire, l'inégallté 12.117J 
montre que )' action de cl sur l'élat peut être arbitrairemenl alténuée. De plus, lorsque 
la fonction p esl majorée par la fonction identité, cette atténuation peul êlre réalisée 
avec une commande dont la norme .u"::.: est aussi proche que nous voulons de celle de 
la perturbation. 
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REMARQUE 2.14.- La condition 1151 est une de ces conditions dite dl' coïl/ci

dence (nw/ching cOlldilion en anglais). Elle tient au fait que, si la perturbation ri était 
mesurée, nous pourrions complètement annuler (faire coïncider) sa contribution aux 
termes positifs dans la dérivée de V en prenant la commande: 

4>(:1:) = -Idl p(:r) ---=-=--- 119] 

REMARQUE 2.15.- Comllle il est remarqué dans lSON 89b], lorsque la fonction de 
Lyupunov strictement assignable point par point V el la loi de commande associée (/) 
sont telles que la fonction: 

1201 

est propre 3, alors la loi de commande: 

= cj{r) [2.121] 

rend le système en boucle fermée SEE mais sans que nous puissions contrôler le gain 
L ('XJ non linéaire ~f. 

EXEMPLE 2.6 (ATTÉNUATION DE PERTURBATION COMME SYNTHÈSE DE BOU

CLAGE D'ÉTAT PARTIEL).- Considérons le système: 

il = -:'(1 -1- x:~ 

= -:r:.! x:\ + Xl :\:.1 
[2.122] 

Nous cherchons une fonction continue, ne dépendant que de :r.1 et donnant une loi 
de commande stabi1isant asymptotiquement globalement]' origine. 

La voie que nous suivons pour résolldre ce problème résulte des deux observations 
suivantes: 

1) le sous-système en (:r l, :r2. :ra) avec X.l comme entrée 11' est rien d'autre que le 
système r2.141 que nous avons montré être SEE dans l'exemple 2.1 ; 

2) dans le sous-système en X.\. la perturbation (:t;l, :'(1) satisfait la condition de 
coïncidence puisque nous pourrions annuler son effet. avec la commande li si eUe était 
connue. Avec le théorème 2. JO, nous savons que nous pouvons obtenÎr une loi de 
commande (/) ne dépendant que de :\:.1 et aUénuanl alitant que nous voulons l'action de 
cette perturbation. 

3. Cc qui pellt toujours être obtenu d'après ISON 89b 1. 
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De ces deux. points découle que nous devrions être capable de satisfaire une condi
tion de petit gain comme 12.381 ou l2.60J. Plus précîsémenl. avec [2.20], [2.32] et le 
théorème 2.7, nous savons que notre problème sera résolu si, pour le système (voir le 
sous-système en T.I) : 

i2.123"1 

nous pouvons trouver une fonction de Lyapunov V strictement assignable point par 
point et une fonction continue </) telles que nous avons l'inégalité suivante pour la 
dérivée de F : 

----, 
1l(:r) :Ç -~\ 1/(.1;) + ~f1 (Idll) + 12(1rl2 1) l2.1241 

Oll ~y'l et Ay'2 sont des fonctions de classe :K et /\ est un réel strictement positif védfiant 
(voir [2.20] cl l2.32]) : 

12.1251 

avec E: un réel strictement positif quelconque. Le théorème 2.10 nous indique qu'il est 
toujours possible de trouver de telles fonctions li et ~ù. Exprimons donc ces fonctions. 

Nous commençons par observer qu'il est suffisant d'avoir: 

[2.126] 

avec a, b et c des nombres réels. Prenons donc la fonction de Lyapunov strictement 
assignable point par point: 

V(.1:) 1- '1'" -t ., 

Avec l'inégalité de Young l2.366/, nous obtenons: 

--'1('[')' - '1':.1 1 + ,.:1 (l, ! '1,-1 cl ' .' -" LI .[; ~ - - " "1 

$ "," u + (rG ~:) + ( ,] dj ) +-
4 

$ :,,(u +.r" + 3::;~) -1- 4 -1- 4 
Ainsi, en prenant: 

nous obtenons l' inégaliLé [2.124J sous la forme: 

12.127] 

[2.128] 

l2.129] 

[2.130] 

r2.13I] 

f2.1321 
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Ceci nous donne: 

~ll (oS) 133] 

Nous pouvons donc maintenant écrire la contrainte [2.125 J de façon explicite 
comme: 

81 .1 ,\ 
-I--x :;(I-e) 

.0:1 :1 
'ï/:c r2.134] 

Notre objectif est donc atteint en prenant: 

/\ > 97 [2. J 35] 

et donc, par exemple, la loi de commande: 

( 

3 3;Z:~) (jJ(:c) = -24 :1; - :t: -1- -1-

.:1 
[2.1361 

En résumé, les points importants de cel exemple sont: 

- le choix très spécifique de la fonction 17 dans [2.127]. Nous avons utilisé [2.126.1 
pour nous guider dans ce choix. De façon générale, l'idée est de ne pas préciser tout de 
suite V. A la place, nous continuons les calculs en accumulant toutes les contraintes 
que cette fonction doit satisfaire. Le choix de F est alors faÎt il la fin ; 

- traiter les termes de perturbations en manipulant des inégalités. 

Dans tout ce paragraphe, nous avons vu que, pour résoudre le problème de la 
stabilisation asymptotique globale ou le problème d'atténuation de perturbations, 11 
est sufflsant de chercher une fonction de Lyapunov li satisfaisant: 

[2.137J 

et peut être une condition supplémentaire au voisinage de l'origine. La prochaine sec
lion est dédiée il une technique de construction d'une telle fonction pour des systèmes 
dont la dynamique peUL être écrite sous une forme récursive. 

2.4. Ajout de dérivateur et systèmes sous forme dcfeedback (backsteppillg) 

2.4.1. Fonctioll de LyapllllO,f assignable poi"t par ]Jo;nt par réductioll 011 exte1lsion 
dy"amique 

Considérons un système dont la dynamique peut être écrite sous la forme triangu
laire suivante: 

f(:z:, y) 

h(:r:),I)) + 11. 

12.1381 
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avec :r dans lP~1l et !J et 1.1 duns IR:. Nous voulons savoir si, connaissanl une [onction 
de Lyapunov strictement assignable point par point au système complet [2.138], nous 
pouvons en déduire une pour le système réduit: 

:i' = f (:1: l Il) [2.139] 

et inversement. 

2.4.1.1. RéduclioJ/ 

Supposons que nous connaissions une fonction de Lyapunov \/~J strictement assi
gnable point par point au système complet [2.138] : 

(JV 
(J:t:' (:r.l/) f(.'I:, y) < 0 [2.1401 

La condition {~~~I (~t-\ li) = () est une condition de stationnarité en 11 de la roncHon 

\~/' il :1: fixé. Or, puisque \/~I est une fonction de Lyapunov de classe Cl, pour chaque 
,r fixé, clIe admet un mÎnimum global en !J et donc au moins un point stationnaire. 
Dénotons (!>;I~(X) l'un de ces points stationnaires. Nous avons alors: 

av 
11 (". (i) ('l')) - 0 -;::;- .û. i ;1: .' -

u]) 
[2.1411 

et, \/~I étant définie positive, nous pouvons sélectionner 9;1: pour satisfaire: 

[2.142] 

Définissons la [onction VI' comme: 

[2.143] 

NOliS avons le lemme suivant. 

LEMME 2.1.- Si lafollction \~I est de classe C 2 et III jl}llcrion1);t: pellt être sélection-
1/ée pOlir être HOider continue d'ordre strictement plus grand que t aloJ~ç la fonction 
\/~I: est wre.fl}JZctioJl de LyapwlOl' de classe Cl strictement assignéê au système réduit 
[2.139] par la loi de COIlllllllllde cominlfe ri):!'> 

REMARQUE 2.16.- La continuité de ~b;,: n'est en général pas impliquée par le fail que 
\/11 soit une fonction de Lyapunov satisfaisant [2.140]. Nous pouvons trouver, dans 
[COR 9]j, un système de la forme r2.138-' dont l'origine est globalement asymptoti
quement stabilisable mais tel que le résultat du lemme 2.1 est faux pour le système 
réduit [2.139] associé. 
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Avec le lemme 2.1, nous avons une condition sufllsante pour que, étant donné Ull 

système sous la forme triangulaire 12.1381. nOLIs puissions déduire une fonction de 
Lyapunov strictement assignable point par point au système réduit r2.1391 ü partir de 
celJe du système complet [2.1381. 

Ce fait est important cnr ÎI m0!ltre que des problèmes de stabilisation peuvent être 
étudiés, au moins dans certains cas, avec des systèmes de dimension réduite. 

2.4.1.2. Extensio1/ 

Etudions maintenant la question inverse. ~1 savoir: si nous connaÎssons une fonc
tion de Lyapunov strictement assignable pOÎnt par point au système [2.) 39], pouvons
nous en déduire une pour le système étendu [2.) 38]? 

Pour obtenir une réponse tl celle question, nous inversons les arguments présentés 
dans la réponse à la question de réduction: 

C1 : SOiL VI: une fonction de Lyapul10v strictement assignable point par pOÎnt au 
système [2.139]. Soit : lRn -;. lP~ une fonction continue assignant strictement cette 
fonction à ce système, c'est-il-dire satisfaisant: 

av" . , 
~ (.7:) .f (:r, q(:r)) < 0 
u;r 

l2.144] 

Nous remarquons que, pour toute fonction C qui est de classe CI, dénnie positive 
et propre, et dont la dérivée est positive, la fonction t(Ve) est aussi une fonction de 
Lyapunov strictement assignable point par point au système [2.1391 ; 

- C2: ft partir de ces données, pour créer ce qui sera la fonction f~)Vll, nous infro( y 

duisons une [onction'}l : IR:/l x IR: -;. IR~ qui est de classe Cl, telle que la fonction: 

de classe Cl et vérifie: 

1/)(:1', y) = 0 <=? Y == 
'l,b(:c, y)[y > () V(:c, y) E RH X lP~ : li =1-

Hm 'li Cr, li) -j-cx;, 'If:r 
lui--x 

[2.)451 

r2.1461 

[2.1471 

[2.148] 

TI-Il~ORÈME 2.11 ([PRA 91J).- Sous les cOllditio/1.\' Cl et C2 ci-desslIs, la fonction : 

12.149J 
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est /llIe.liJJ1cljoll de LyapltllOl' de classe Cl strictement assig1lable point par poi1lt ail 

système /2.138]. De plI/s, si: 

l ' . f' 111)(:1;~ !J) 1 

un 1Il > 0 
1:1'1+lyl-"'o 1]/ - ç/>A;r)! [2.1501 

alon; \~I est 1IIissi localement c01/timÎmenf strÎCtement assigl1able. 

EXEMPLE 2.7 (CONSTRUCTION D'UNE FONCTION DE LYAPUNOV STRICTEl'vlENT 

ASSIGNABLE POINT PAR POINT).- Revenons au système [2.68] de l'exemple 2.3 et 
voyons comment a été construite la fonction de Lyapunov l2.69]. 

Ce système est: 

{

;: ;c y 

y = -y +'lJ 
[2.151] 

Tl peuL être vu comme le système: 

l2.l52] 

étendu en lui ajoulantle dérivaleur: 

[2.1531 

PrécÎsément, pour construire le système completl2.151] à partir du sysrème réduit 
[2. J 521. nous avons besoin de dériver la commande de ce dernier. 

Le système réduit [2,152] ét::mt monodimensîonnel, nous prenons simplement: 

Tl ( .. ) _ l .::! 
1 :/:.l. - 2' J~ [2.154] 

comme fonction de Lyapunov strictement assignable point par point. Nous obtenons: 

~ '1 

1/(.7;) = :r- 11.:1: 

Il s'en su i t que, par exemple: 

1./..1: = qJ:1; ( :t:) = 

f2.J 55] 

[2.156] 

donne une loi de commande de classe Cl stabilisant asymptotiquement globalement 
son origine. 

Pour revenir maintenant au système complet [2.15 J], nous appliquons le théorème 
2.11. La formule [2.1491 nous donne en effet une fonction de Lyapunov strictement 
assignable point par pOÎnt. Par exemple, en prenant: 

CCv) = 'u 

1jJ(J.:, y} y - q)a:(.T) = U + .1:'2 

[2. J 57] 

l2.1581 
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dans cette formule, nous obtenons la fonction de Lyapunov: 

C'est exactement l'expression r2.691- De plus, puisque nous avons: 

I~',(:t:, y)1 = 1 
1 U - 9\r ( :r ) 1 

cette fonction 1~f est aussi localement continûment strictement assignable. 

[2.159] 

r2.1601 

[2.161J 

REMARQUE 2.17.- De la [oncLÎon de Lyapunov strictement assignable point par point 
1/~1' une loi de commande stabilisant asymptotiquement globalement l' origine est don
née par la [onction cP.',· ou la [onction rPF ou la commande gradient du théorème 2.8. 
Mais nous pouvons aussi appliquer une synthèse par annulation ou domination. 

REMARQUE 2.18.- L'existence d'une fonction 'I,b satisfaisant la condition C2 est 
garantie si la fonction q):l' est Holder continue (voir rCOR 911). En fait, dans la plupart 
des cas, la fonction (/;:r est de classe Cl. Alors le choix le plus simple 4 pour 1/' est: 

l2.162J 

En prenant la fonction C comme la fonction identité, la formule 12.1491 donne 
l'expression plus commune (voir [TSI 89]): 

[:2.163] 

REMARQUE 2.19.- La fonction de Lyapunov [2.163] est obtenue dans [KOT 89] par 
un autre moyen connu aujourd'hui sous le nom de backsfeppillg. 11 a été extensive
ment développé dans [KRS 95, KRS 98a] en le combinant avec d'autres techniques 
pour obtenir un très vaste répertoire de procédures. Il consiste en l'introduction d'une 
nouvelle coordonnée (voir [KOT 89J), dite variable d'écart: 

Avec cette coordonnée, la dynamique du système [2.138] s'écrit: 

{ 
.~~ = f (.1:, ',) + (j):r: (.1: ) ) 

Il = [J ( :r, Il) + 'lI 

4. D'Lill point de vue mathémalique, peul-être pas pratique! 

[2.164] 

12.165"1 
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avec maÎntenant: 

IJ ( :1:, Il) = h ( :L:, Il + (!);!' ( :r )) + ::l (;r) f (J', Il + q);I' (,r ) ) 
u:r 

f2.166] 

Une propriété importante du soufol-système en :r de [2.165], mise en évidence dans 
[KOT 89], est que nous avons: 

. av 
V(;)" = ;:)'X (;r) f(:r, Il + (/),1'(:/:)) = -lV/:(:r) + WT1) 

ua: 
l2.1671 

avec H·~!: définie positive et : 

av/: /,1 aJ ," 
(;.,1 = ( :1: ) a; (:1:, sn + (t):!: (:t )) cl,'; 

.() j 
[2.168] 

Le sous-système en :L: est donc strÎctement passif avec IJ comme entrée et w comme 
sortie. La synthèse d'une loi de commande stabîllsant ~lsymptotÎquement globalement 
)' origine du système L2.165] peut alors être vue comme le fait de rendre, grâce à 
la commande n, le sous-système en Il strictement passif avec -w comme entrée et 
1.1 comme sortie. Pour ce rnire, nous pouvons suivre une synthèse d'annulatÎon pour 
obtenir: 

[2.169] 

REMARQUE 2.20.- Après avoir déduit de i~J une loi de commande (j)y stabi]jsant 
asymptOliqucment globalement l'origine du système [2.138]. nous sommes avec cc 
système dans exactement la même situation que celle dans laquelle nous étions avec 
le système [2.J 39]. Ceci signifie que nous sommes prêts pour continuer avec une nou
velle extension et considérer Je système: 

l
i = /(:1:, JJ) 

il h(:f~ U) + z 

f; = k ( :t, U' .:) + 'li 
l2.1701 

Ainsi, la procédure que nous avons introduite pour lraiter l'ajout de dérivateurs et 
le backsfeppillg en particulier montre tout son intérêt. Elle nous pCl111et de résoudre 
par récurrence (voir l'exemple 2.14) le problème de synthèse de Lyapunov pour des 
systèmes sous la forme: 

:h = ./'1 (:Cl, :Z:::!) 

.i:'J f2(.Tl,:r2) + f}l(:rl .. l~::d:l'J 
l2.171 ] 
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où les fonctions [Ji ont un signe constanL. Cette forme est appelée rormefecdback. El1e 
est obtenue en ajoutant de façon récursive un dérivateur de hl coordonnée qui peut être 
utilisée comme commande pour le système précédemment obtenu. 

REMARQUE 2.21.- Bien que, dans la formule l2.149] pour la fonction de Lyapunov 
strictement assignable point par poinl, nous ayons déjà des degrés de liberté uvec les 
fonctions C et '1/' (comme l' iHustren( les exemples ci-dessous), une formule encore plus 
générale peut être donnée. En effet, nous savons, avec le théorème 2.2, qu'il existe 
toujours une fonction S : Rn -'- IP~ qui est de classe CI et définie posiLive telle que 
toute fonction de valeur en .1.' dans l'intervalle [(/J,r(.r) - 8(:1'). (/):1:(:1:) + 8{:r)] donne 
encore une loi de commande stabilisant asymptotiquement globalement l'origine du 
système [2.139]. Il s'en suit que, au )jeu de [2.1461, nOlIS pouvons prendre: 

,il) 0 

Par dans le cas où 4);1; est de classe Cl, ceci conduit à la fonction de 
Lyapunov de classe Cl strictement assignable point par pOÎnt et localement continû
ment: 

u) C(Vr(:r)) + ~ rnax{l.lj (j).I·(:1.:)I- â(:l'), of 
Cette fonction de Lyapullov est plate selon les .IJ autour du point rjJA.r). Cette pro

priété a été mise en évidence et exploitée dans 93a]. Elle est utile pour résoudre 
des problèmes où le gradient de la commande joue un rôle comme dans les cas olt il 
y a un bruit de mesure de l'état, un retard dans la commande. ou encore lorsqu'il y a 
une contrainte sur la vitesse de la commande (voir [FRE 93b. FRE 98]). 

REMARQUE 2.22.- Nous avons mentionné que lu version backsfepping de l'ajout de 
dérivuteur exploite une propriété de passivité. En [ait, il existe aussi une version liée 
à la stabi1ité SEE et au théorème des petits gains. Elle est proposée dans 1 SON 901 et 
exploitée par exemple dans lARC 99] : pour le système p,.138]. soit Vr une fonction 
de Lyapunov strictement assignable point par point el 4):1: une fonction de crusse Cl 
qui l'assigne de sorte que la fonction: 

Hr(:r) 
BF. 

- .! (:1') f ( :t l q);l: (:1: ) ) [2.174'1 

est définie positive et propre. Il est montré dans [SON 90] (voir aussi la remarque 
2.12), qu'ù partir de ces données, nous pouvons obtenir une fonction l.p : JP~'I ......... JP2 
strictement positive et de classe Cl telle que, en posant (comparer avec r2.164J) : 

1) 

la dynamique du système 1"2.1381 s'écrive sous la forme: 

f{:r, y(:r)11 + cf)J·(;-r)) 

[J(:r, 11) + <Pt:I:) 'll 

12.175J 

12.176J 
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où Je sous-système en;J: est SEE avec tJ comme entrée. Alors, à l'aide du théorème 2.5, 
nous pouvons déduire la stabilité asymptotique globale de l'origine pour le système 
r2.165] si la commande est choisie pour rendre Je sous-système en Il indépendant de 
:r el faire de son origine un point globalement asymptotiquement stable. Une telle 
commande est par exemple: 

p.l77J 

où k est une fonction définie positive continue quelconque. 

2.4.2.11ltlstratioll de la tech1Jique d 'aiollt de dérivateul' par des exemples 

Dans ce paragraphe, nous illustrons certaines des potentialilés de la synthèse de 
Lyapunov déduite de la technique d'ajout de dérivateur. 

EXEMPLE 2.8 (EN PRÉSENCE DE SINGULARITÉS (VOIR [LI 97]).- Pour le sys
tème: 

{
o () + w 

W = w + (1 - w)u 
[2.178J 

ilestpossibledemontrerqueI'ensemble{(O,w): 0 S; -louw ~ l}estînvariant 
quelle que soit Ja commande 11. L'origine ne peut donc être globalement asymploti
quement stabi1isée. Construisons alors une loi de commande faisant du complément 
de cet ensemble le domaine d'attraction de l'origine. 

Ce complément est difféomorphe à lR? comme le montre le changement de coor
données (avec singularité) suivant: 

{

:r = log(l + 0) 

!J -log(1 - w) 
[2.179] 

C'est une bijection de l'ensemble {(e,w) : e > -1 et w < I} avec JR:.2. Avec ces 
nouvelles coordonnées, la dynamique du système [2.1781 s'écrit: 

{ 

. exp(:-c + 71) - 1 
'c-------
,- exp(xl+ y) 
ù = [exp(y) - 1] + 11 

Ce système est fait du système: 

exp(:l: + u;r) - 1 

exp(:c + '11./:) 

[2.180J 

(2.1 81] 
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qui est élendu par r ,üout du dérivateur: 

{
Ii = [cxP(II) - 1] +" 
"li:!, = Il 

r2.182] 

Cette vision du système complet nous incite 1:1 synthétiser la loi de commande en 
deux étapes. 

Elape 1. Nous considérons le système l2.181 J. Nous vérifions que: 

[2.1831 

est une loi de commande assignant globalement (dans les nouvelles coordonnées) la 
fonction de Lyapunov : 

Tl ( ,) _ L ,2 
I:r .1~ -"2.1. 

Etape 2. Nous considérons le système 12.1801. La formule 

1/~(,T. y) = VI; (:r) + ~ (y + 2J:)2 = !J .1:
2 + ~ (,IJ + 

l2.184] 

1631 nous donne: 

[2.185] 

comme fonction de Lyapunov strÎctement assignable point par point. En effet. nous 
obtenons: 

T' exp(:r + 0) - 1 
,1 -L~~--~---

!I - • exp (:r + y) 

+ (y + 2,,) ([exP(Y) - 1] +" + 

= x (1 - exp (.r ) ) 

+ (11 + 2:1:) ("' exp ( -(J' 11)) ~~---

+'l1+ 

Alors, une synthèse d'annulation donne la IOÎ de commande: 

( ( ( )) 
exp(l} + 2:1:) 1 

'U = - :t exp - :r + '!J ~~' ----~-
y + 2:r 

[ () ] 
exp (.1: + 11) 1 ) + exp IJ - 1 + 2 ---'-------:--

. exp(:r + !J) 
(y -1- 2:L:) 

En résumé, les points importants de cet exemple sont: 

12.1861 

1] 

l2.l87 J 

12.1881 

-le changement de coordonnées avec singularité qui transforme le bassin d'at
traction désiré en l'espace euclidien lout entier. Nous verrons dam; l'exemple 2.13 
qu'une autre façon de réaliser un tel objectif est d'utiliser une fonction de Lyapunov 
singulière; 
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-la synthèse de lu loi de commande qui est faîte en deux étapes. Celles-ci suivent 
la structure en [orme defeedback du système à commander; 

- l'utilisation de la formule [2.163"1 qui permet de construire une fonction de 
Lyapunov strictement assignable point par point lorsqu'un dérivateur est ajouté. 

EXEMPLE 2.9 (EN PRÉSENCE DE LIMITATIONS DE LA CorvIMANDE fFRE 98]).
Considérons le système: 

{ ;~: = !J 

y=1.I 
[2.1891 

Nous cherchons une l'onction de classe Cl, qui donne une loi de commande 
stabilisanl asymptotiquement globalement l'origine el satisfait: 

- un effet zone morte avec: 

~1)Y (O. 0) = Dat/l1/ (0, 0) 0 
u:l' li 

l2.190] 

- une limitation: 

Iô (:/..'. 'II) 1 < 5 !y .,J _ [2.) 911 

Pour résoudre ce problème de stabilisation sous contrainte sur la commande, nous 
procédons récursivement. Nous commençons par étudier le problème de stabilisation, 
sous les mêmes contraintes, pour le système réduit: 

12.192] 

Nous traitons ensuite le système complet 

Etape 1. Nous considérons le système l2.192]. Pour satisfaire la contrainte de zone 
morte. il est suffisant de prendre la fonction 0:1: (:r) d'ordre strictement plus grand que 
1 au voisinage de l'origine. Pour satisfaire lu contrainte de limitation, il est suffisant 
de prendre la fonctÎon rj);/ê (:1') bornée. Ces considératÎons nous conduÎsent au choix: 

(j) ,(:r:) , .1-
1 

-'i (1 + l,ri::!) r2.193J 

Comme fonction de Lyapunov 1~l" nous prenons simplemcnl: 

1!' (",) - l 
;I:·L - 2 [2.194] 

Etape 2. Nous considérons Je système complet el utilisons la Formule [2.149] avec: 

nu) 

II'( ;1:, 11 ) 

8 

Il 1-1- 2u 

(y - (/);r(;r)) + (ylyl- </),,:(.1:)I</h;(:t:)1) 

[2.195] 

[2.1961 



Fonctions pour la stabilisallon de perturbations 83 

Ces choix non triviaux résultenL en faiL d'une analyse des termes qui appa-
raissent dans r équation l2.198] ci-dessous. Ils conduisent il la fonction de Lyapunov 
strictemenl assignable point par point el localement continüment: 

Sa dérivée est: 

où nous avons: 

Une synthèse d'annulation donne la loi de commande: 

1 (. ) _ (1 + 214);1:(:(:)1) lI~~;(.r)!J - e(l/~!:(.1:)):I: 
(Py ,Il U - 0\' 

y(.LY) 
1 + _(.....:1'-.' _--,-

Il - <)", (:r) 
où Hat est la fonction de saturation standard: 

(:r) Ir/>.r (:r)1) ds [2.197] 

(1 + 21 </), (.r) 1 ) 4/'. (:r ) !J 1 
r2.19S1 

f2.1991 

l2.201] 

Nous pouvons vérilier que, avec les choix faits pour les fonctions 4):1;' C et d" la 
fonction (/)1/ répond aux spécifications données. 

En résumé, le point important de cet exemple est dans les expressions très spéci
fiques f2.195"] et 12.196J que nous avons choisies pour les fonctions f et l!' impliquées 
dans la formule P..149). Aussi nous avons résolu le problème en deux étapes, en impo
sanlies contraintes à chacune d'elles. Ceci peut être ni le seullli le meilIeur moyen de 
procéder. Par exemple, il est suffisant de prendre la fonction 1(/>:1: (;1.')1 non pas bornée 

mais avec une croissance de l'ordre dé celle de M (et C(v) comme v1) lorsque I:tl 
devient grand. Pour Je système réduit, ccci résulte d'une limitation sur la .vitesse de la 

commande, c'est-à-dire la fonction lri):!:1 est non bornée, mais la dérivée ri>;/: l'est. 

EXEMPLE 2.10 (LORSQUE 

Considérons le système: 

{ ,~: = .1: - Ua 

y=u. 

N'EST PAS DE CLASSE (VOIR [COR 91])).-

[2.202] 
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L'approximation au premier ordre à l'origine de ce système n'est pas stabHisable. 
TI n'existe donc pas de fonction de classe Cl donnant une loi de commande stabilisant 
asymptotiquement l'origine. Pour obtenir une fonction de classe en, nous procédons 
en deux érapes. 

Etape 1. Considérons le système: 

La fonction: 

1: ( ,) _ 1 , .. 2 
,~:.1 - 2'.1-

r2.203] 

[2.2041 

est tlne fonction de Lyapunov qui est strictement assignée par la fonction de classe Cf) 
muis non de classe Cl: 

[2.205J 

Etape 2. Nous considérons le système complet [2.202J. Pour nous aider dans notre 
ehoix d'une fonction 1/-' appropriée pour la formule [2.149]. nous remarquons que 
(1):1:(.1:) est une solution de l'équation polynômialc: 

q')~, - 2:r () [2.206] 

Ainsi la fonction/j! sera de classe Cl si nous la choisissons comme: 

1/)(.1;, y) = ,/- 2:z: [2.2071 

Mais alors, la condition [2.150] n'est pas satisfaite. Néanmoins, dans ce cas très 
particulier, nous pouvons tout de même obtenir une fonction de Lyapunov localement 
continûment strictement assignable grâce à un choix appropdé de la fonction l! (voir 
lCOR 911). Par des arguments d'homogénéité (voir lHER 91]), nous arrivons au choix 
(voir 1 PRA 91]): 

[2.208] 

Ceci nous conduit à: 

1 3 ')2/a 
T y ( ) 1 J - - ... (')' .),1/3 
1/

11 :r~ li J y' - 2 :t li + -----4-- _.1, [2.209] 

comme fonction de Lyapunov striclement assignable point par point au système 
l2.202]. Avec cette fonction, une synLhèse de domination donne la loi de commande 
stabilisant asymptotiquemenL globalement l'origine: 

[2.210] 

En résumé; le point important de cet exemple est constitué par les expressions 
r2.208] et [2.207] des fonctions Cet '//' utilisées dans la formule f2.149]. 
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Dans le cas des systèmes avec plusieurs commandes, il est plus judicieux de les 
prendre en compte l'une après l'autre. 

EXEMPLE 2.11 (SYSTÈMES MULTICOMMANDES (VOIR rSCHW 991)).- Considé
rons le système avec deux commandes: 

l2.211J 

Pour obtenir une loi de commande stabilisant asymptotiquement globalement 
l'origine, nous procédons en trois étapes 5. 

Elape J. Nous considérons le système linéaire: 

[2.212] 

Une fonction cie Lyapunov strictement assignable point par point possible est: 

[2.213J 

Elle est strictement assignée par: 

[2.2141 

E/ape 2. NOLIS considérons le système: 

!
:î:1 = :L"2 

:Î:2 = -2(:rl + :r2) 

:Î.'.j = 'u[l + 2(.1;} + ;7;2)] 

r2.2151 

avec v comme commande. Vu sa structure et après la première étape, nous pouvons 
proposer ln fonction de Lyapunov: 

[2.216] 

[2.217] 

5. En rait. une voie plus directe est possible après avoir remplacé la coordonnée :1'.1 par 
11.J = :/:·1 + :r:.! ;r::I· 
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Sa dérivée est: 

;.,--~-- il 

\/2(.7: l, ;[::!: :I:,() = -.T1 (:rl + ;r:zf + .1:.1 [1 + 2(:r 1 + ,1:2)J V [2.218] 

Elle est donc striclement assignée par: 

[2.219] 

Etape 3. Nous considérons le système complet [2.2111. Il est déduÎt du système 
l2.2151 en ajoutant le dérivateur: 

Avec les choix: 

[(11) = V 

11'(.7:1. :r2, :t.]: ,',') = .'l - 4)2 (:1: 1, :1:2 ~ ·7:-d 

[2.2201 

r2.221] 

l2.222] 

la formule [2.149.1 donne la l'onction de Lyapunov strictement assignable point par 
point: 

Une synthèse d'annu1ation par exemp1e conduit à la loi de commande: 

1/,2 = q):1 (J~l , .172: :/.',1, ;1'3) [2.2251 

-(.1:.1 + :ra[1 + 2(.7:1 + :L':df + 2 ;1:,d:7:2 2(:cl + ;7:2)]) 

- (:1::1 + :r:,dl + 2(:/.'1 + :l~2)]) 

En résumé, le pOÎnt important de cel exemple est sa décomposition ell troÎs 
étapes: 

1) dans l'étape J, nous étudions le sous-système en (.1'1, ;'':2). Nous en déduisons 
une loi de eommande pour 1.1 1 ; 

2) dans l'étape 2, nous éludions le sous-système en (.1~1, '/;2, :r.:,]) avec :r3 comme 
commande. Ceci cst rendu possible par le fait d'avoir choisi 111 comme fonction de 
(:r 1 , .1;:.1) ; 

3) dans l'étape 3. nous obtenons le système complet après avoir ajouté un dériva
teur. 

EXEMPLE 2.12 (PLACEMENT DE PÔLES (VOIR rEZA 00]) ).- Considérons un sys
tème linéaire écrit sous la forme canonique commandablc de Brunovsky; sous la forme 



d'une chaîne de dérivateurs: 

f = "" 

Ln=II 
ou de façon plus compacte: 

i .A.. x + 13 11 

Avec cette notation, soit: 

u=-Xx 
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[2.2261 

[2.2271 

[2.228] 

une loi de commande linéaire stabilisant asymptotiquement l'origine. Soit aussi :P et 
Q des matrÎces définies positives reliées par r équation de Lyapul10v : 

(JI - 13~J() T~) + :P (JI 139() [2.229] 

Nous voulons montrer que la même loi de commande peut être obtenue en appli
quant la technique d'ajout de dérivatcur: ln [onction de Lyapunov strictement assi
gnable ainsi construite el sa c1éIivée sont données par les formes quadratiques asso
ciées aux matrices ::P et Q respectivement. 

Pour réaliser cet objectif, nous réécrivons le système 12.226] avec des coordonnées 
appropriées. Nous considérons la factorisation de Choleski de Q avec une matrice L 
triangulaire inférieure ayant des 1 sur la diagonale: 

Dénotons: 

B := L 13 23 A:=L.A.. 

La matlice A peut être décomposée comme: 

* 1 

* * 
A 

* 
* 
* 

o 
] o 

* 1 

* 

o 
Cl 

0 

1. 

* 

(~, 
{/. 

[2.230] 

[2.232] il) 
c 
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avec la matrice A de dimension (TI. - 1) x (Tl - l) et ayant la même structure que A. 
Introduisons alors les notations: 

(
.1:) . = .c:r 
y 

et, comme pOlIr A, décomposons les matrices P et diag( qi ) en blocs: 

II
p

) 
Il 

dia.g(qi) r2.234] 

Avec ces notations, nous observons que, puisque P est. définie positive, il en va de 
même pour Aussi 12.229] donne les trois équations suivantes: 

P(A - bpT) + CA bpT)Tp -Q - qnppT 

1- -T 
Pb+a.+.4 p=o:+ p 

Il 2/1 

Enfin, nOlIS pouvons réécrire le système [2.226] comme: 

{ 
:i: = A :r + b !J 

Ü = aT 
:1: + C li + li 

En prenant: 

l2.2351 

l2.236] 

[2.2371 

[2.238] 

l2.239] 

nous obtenons une fonction de Lyapunov strictement ussignable point par point et une 
loi de commande associée pour le sous-système en ;1.' de l2.238]. En particulier. de 
[2.235}, nous déduisons: 

~(,z·)· - Ll·T n l' l:l~·J - -21' l.:~ .. .!- [2.240] 

Maintenant, pour le système complet 12,238], la formule r2.149 J donne la fonction 
de Lyapunov strictement assignable point par point: 

1~1 (.T, y) V,JI;) -1- ~ (y - ç0;1'(:r))2 

= ! :z;'fP;r + i (,1} + p1':r) 2 

= 1. .\"T fT) .\" 2 ,.\- ,r_\. 

Sa déri vée est: 

i~/(:~:l?}) = :[;T]5(1.1: + by) 

+ Il (li + pT .1;) ((l T ::z: + cy -1- 'li + J?' [A:I: + by]) 

[2.241] 

[2.2421 

[2.243] 

[2.244] 



Fonclions pour la stabilisation de perturbations 89 

T - T 
.1: (Q + q,dJ]J ).1' 

T ( ;t;T Pb T T - ) + Ti (y + jJ :l') --;- -1- (/ :1: + cu + 11 +}J [A.7: + by] 

Ainsi le changement de comm:mùe : 

donne: 

TI s'en suÎt que, en prenant: 

v 

nous obtenons: 

l2.245] 

r2.246l 

[2.247] 

[2.2481 

12.249"1 

[2.250] 

Enfin. avec [2.246] et [2.248J el en utilisant f2.2361, f1.237] et [2.233], nous 
voyons que la loi de commande est: 

(TT [.; Pli + a + :ïï1"p 1 + [pI'IH cl Il ) - ~ (II - }7:/.') 

CI' l' .IJ 

-9C:r 

f2.251 :1 

[2.252] 

[2.253.1 

Ainsi, la synthèse de Lyapunov nous a-[-elle permis d'atteindre la loi de com
mande mais aussÎ lu fonction de Lyapunov el sa dérivée données. 

En résumé. les points importants de cel exemple sont: 

1) le choix des coordonnées qui rendenlla matrÎce Q diagonale tout en préservant 
la structure triangulaire de la matrÎce Il ~ 

2) la décomposition de la matrice P comme [2.234] et les troÎs relations [2.235J il 
[2.237] qui en résultent; 

3) les choix des fonctions V,; et dans f2.2391. 

En fait, nous n'avons effectué que la dernière étape de la procédure d'ajout de 
dérivateurs, mais la forme récursive de la matrice.4 nous permet de conclure que nous 
aurions obtenu le même résultat en suivant la même voie pOUf chaque composante de 
l'état récursivement rune après 1'autre. 
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Ce fair doit être mis en relation avec la remarque suivante. Pour un système géné
ral sous formeIeedback, les termes d'ordre strÎctement plus grand que 1 ~ll'origine ne 
contribuent pas dans l'approximation au premier ordre de la loi de commande obte
nue ~1 la fin de l'application récursÎve de la technique d'ajout de dédvateurs avec une 
synthèse d' annulatÎon. 

JI en résulte que la technique d'~iout de dérivateurs nous permet d'obtenir des 
IOÎs de commande ayant localement autour de l'origine. des propriétés imposées il 
l'avance. Cette particularité a été mise en évidence et exploitée dans [EZA 00] (et 
généralisée dans [PAN 01 J) pour obtenir des lois de commande ayanl des propriétés 
locales imposées par une synthèse Hoc" 

Nous terminons ce paragraphe en présentant un exemple où les diverses potentia
lilés que nous avons mentionnées sont mises il profit. 11 est directement inspiré d'une 
solution, présentée dans lKRS 98b], d'un problème de stabilisation asymptotique glo
bale pour un modèle de compresseurs exhibant des phénomènes de décrochage et de 
pompage. II montre comment. face à des problèmes pratiques. il est nécessaire de 
combiner diverses techniques. 

EXEMPLE 2.13 (COMBINAISON DE TECHNIQUES (VOIR [KRS 98b])).- Considé
rons le syslème : 

1
i:1 : ~(:tl+ 1)(TI : ',,~) 
,1,'] - .Z;1 .l.'2.t (.L.2) , .11 

.i-:~ = li. 

t2.254] 

olt f est tlne fonction continue inconnue minorée par un réel F connu: 

F ~ inf f(.s) [2.255] 
$ 

Nous cherchons une loi de commande linéaire en (.Tl l :l:::h ,ta) rendant l'origine 
asymptotiqucment stablc avec pour bassin d'attraction: 

l2.256J 

Nous observons que le système l2.254] est faiL du système: 

{ <~'I. -(:1.'1 + 1 )(:Z:! + :l:~) 
:1'2 = 111 :1.'2f(:r2) + .f! 

[2.2571 

auquel est ajouté le dérÎvaleur: 

l2.258] 
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NOlis construisons donc la loi de commande en deux étapes. 

Etape 1. Nous considérons le système [2.257]. Puisque nous limÎlons notre atten
tion à l'ensemble n, nous choisissons pour le sous-système en :1:1 une fonction de 
Lyapunov de classe déllnie seulement sur cet ouvert: 

-" - cl", = :1:1' - log;(:r1 + 1) 
;

-:/:1 R 

,n .., + 1 

L'intérêt de ce choix vient de l'implîcatÎoll: 

111 c 

satisl'aite pour tout. réel non négatif c. Nous obtenons la dérivée: 

[2.2591 

12.260] 

[2.261J 

12.262j 

Soit alors V' une fonction de Lyapunov de classe que nous spécilierons plus 
tard de façon à préserver un degré de liberté dans la seconde étape. Nous déllnÎssons: 

Pour tout:v 1 > -1, nous obtenons les majorations suivantes pour la dérivée de \/2 : 

- :l'2.1'(.t:2) + :l'd 
12.264J 

::; -.ri + :L:~ - V'(:r2) :r2 .1'(.1'2) + F'(:t>2)[Ul + .rd [2.2651 

< o\-:ri + V'(.1:,) [-''',./I:r,) + P(:r, + 1/1 + V'(:r,)] 

12.266.1 

Ainsi nous voyons que. si nous imposons à V de satisfaire la contrainte 6: 

r2.2671 

6. Puisque V esl une fonction de Lyapunov, nous devons :lvoir : 

F' (:1::2) :1::2 > n 

La contrainte 11.167 J eSl donc salisfaîle par exemple par: 
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pour un réel l,: quelconque, ct que nous choisissons la commande comme: 

la dérivée de 1,~ satisfait, pour tout .1:1 > -1. : 

------=------
\12(.7:1, :r2) ::;: 

r2.268] 

[2.2691 

Ceci montre que cf)2 donne une loi de commande stabilisant asymptotiquement 
avec pourdomaÎned'nttrnctÎon l'ensemble {(:r,,:f2) 1.1;1 > -l}. 

Etape 2. Nous considérons le système complet l2.2541. Nous appliquons ln for
mule [2.149] avec: 

e('U) = v 

I!J((:r] , :r2), :1:::\) a(:ra + 1.:.1:2) 

[2.2701 

l2.2711 

où a est un nombre réel strictement positif à préciser plus tard. Ceci nous donne la 
fonctÎon de Lyapunov strictement assignable point par point: 

[2.2721 

Pour tout :t' 1 > -1, sn dérivée satisfait: 

----'/3(:rJ .. 1'2::r3) -1I{(:D1) Cr! -+ 1) (:Cl + .1~~) + F'(.T::d ['111 - :r2f(.1:2) + :C]] 

+ a (:r:J + h:r2)[u + k(.T~~ - :r2f(.7:2) + :r1)] 12.273] 

< -1 - 11'(,1:2) :1:2 

+ a (;7:;i + k:f2) [F/(J::d + lJ + k(:t';!, :1'2f(:r2) + ;r!)] 
(J 

[2.274] 

< 

où nous avons utilisé l2.2691 pour écrÎre 12.274] et complété lcs canés pour éctire 
l2.275l Une synthèse d'annulation nous conduit à la loi de commande: 

Elle donne, pour tout :r 1 > -1 : 

12.277] 
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Ceci établit la stabilité asymptotique de l'origine avec n comme bassin d'attrac
tion. 

Maintenant, pour satisfaire la contrainte de linéarité de la loi de commande el donc 
de u dans 12.2761. nous devons avoir: 

l,: :r::! ["2.2781 
a 

où b est un réel que1conque. En effel. dans ce cas, la loi de commande est simplement: 

12.279] 

avec les trois paramètres a, b et k. D'après notre construction, cette loi est appropriée 
si nous pouvons trouver une fonction de Lyapunov de classe (''2 satisfaisanL [2.267] et 
L2.278j. Mais la contrainte [2.2781 impose que F s'écrive: 

r2.2801 

Heureusement celte fonction est définÎe positive et propre sur n si le réel il sntis
fait: 

b> -kF l2.281] 

Avec [2.280], l' inégaIilé 12.2671 devient: 

l2.282] 

Nous pouvons donc conclure que le problème de stabilisation asymptotique posé 
est résolu si les inégalités [2.281] et l2.282] sont satisfaites. Elles le sont si nOLIs choÎ
sissons les paramètres (a, b1 k) de la loi de commande par exemple comme: 

k;::::2 c 
1 

(].=-

k 
h cl.' l2.283J 

oÏl : 

c ;:::: l + lllax{O, [2.284] 

En résumé et voulant ne citer qu'un point dans cel exemple, nOlis insistons sur 
l'importance. comme dans l'exemple 2.6. de ne pas choisir F (1 priori mais au 
contraire seulement à la fin, lorsque toules les contraintes sont connues. 
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2.4.3. Ajout de déril'atellr opec perturbati()Il.\' 

Les inégalités telles celles présentées dans [HAR 891 constituent un autre outil 
à combiner avec la technique d'ajout de dérivateur pour traiter des systèmes sous 
forme j'eedbock soumis à des perturbations. Par exemple, nous pouvons montrer que 
la propriété SEE peul être propagée au travers de dérivateurs (voir IlIA 94, HA 971 el 
[KRS 98a, lemme 1.10]) en utilisant la version la plus simple de la formule [1.163], 
pour oblenir une fonclion de Lyapunov strictement assignable pOÎI1l par point. et l' in
égalité suivante. 

LEMME 1.1.- Soit F 1?1l;« jp~JI -;. IR~ el G lP~fl -;. lPL des fOI/cI ions COl/tÎlllles 

saIÎ.~{ais{mr : 

F(:r. 0) 0 [2.2851 

1/ existe deux/onctions contil/lles 6x : lR~17 -;. salÎ.~r{lisant : 

l)d(O) () 

IG(:r) F(;r, lI)1 :s; G(.Tf 8AI.l:I) + 8r1 (1dl) V' (;1', d) E lEt:r x IR:'/J 

12.286] 

[2.287 J 

Précisément. considérons le système perturbé sUÎvant (comparer à 12.138]): 

{

:i: .l (:1', lJ, d:,: ) 

Ù = II. (:r, :Il, dy ) + 9 (:1:, .IJ, cl!l ) 'li 
l2.288] 

où les fonctions j, g et Il sont continues et nous avons: 

[1.289] 

avec 1] : JR: Il X IP~ -~ une fonction continue. Nous avons le théorème suivant. 

THI~ORÈME 2.12.- S'il existe lI11ej'ol1cI;0I1 de Lyap/lIIOl' VI: de classe Cl J 1IIIe.fiJJ1ctioll 
li.!' de classe X':xJ, Illle fonction -1'.1: de classe X el tille fOlrctioll r/);I: de classe C J tel/es 
que nous ayolls : 

av/; . , 
--;::) (:l:) j (:f, (P,I: (:r), d.l:) -a.1' (VI: (,1:)) + "Y:.r' (Id.l") 
U.L: 

r2.290J 

pour tOllt (:r, da.) dalls JP~Jl >( lRP,,., a/ors il existe /lllefonctioll de Lyapl/rlOl' 1~J de classe 
Cl, 1l1lefrJUcfirm 0y de classe 9Co, lIIlefollc/ion 111 de classe ~( ct tmefollction (iJy de 
classe CO tel/es q/le l/OlIS awms : 

al7 av 
~I ',1

1 (:r, y) f(:1', y, d.!,) + ~!I (J', u) {h(:1', y, dl/ ) + g(:r, y, d,,)(ji'l y)] 
U.1' uy , . . 

S -a!l(\~/(:r, !J)) + '"'ill(ld;r:1 + Idy!) [1.191.1 
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REMARQUE 2.23.- Ce théorème nous dit que, si le sous-système en ;J; pellt être rendu 
SEE par une loi de commande de classe Cl. il peut être étendu en ,~ioutant un c1ériva
teur en un système qui peut être rendu SEE par une loi de commande de classe Co. En 
fait, si par chance la deuxième loi de commande est elle aussi de classe Cl. alors nous 
pouvons continuer le processus d' extension par ajoUl de c1érivateur et ainsi traiter des 
systèmes du type: 

:h = h(·17l •. l''2,dd 

:i'2 = h(:r l, :l'2. d2 ) + !}2 (:r l, :C2, d2 ) .1':.\ 

[2.292"1 

.i.· Il = /2 ( .r 1 ..... .r Il , ri /1) + [J /1 (.1' 1 .... , J' 11 ' ri /1) Il 

EXEMPLE 2.14 (PRISE EN COl'vIPTE D'INCERTITUDES CO~H\'tE UNE PERTURBA

TlON),- Considérons le système: 

\

. ') t·( ) ~: 1 : .1.~2 + .1'ï, .1' 1 •• 172 •. 1':~, 'II, t 
.1.2 - .1.:{ 

:r:! = '/1 

[2.293] 

Ol! f est une fonction continue inconnue prenant ses valeurs dans l'intervalle [-:1,1]. 
Nous cherchons une loi de commande stabilisant asymptotiquement globalement 
l'origine. 

Puisque / dépend de :l'J et 'LI (sans même mentionner le fait qu'elle est inconnue) 
nous ne sommes pas en présence d'un système sous forme feedback et ne pouvons 
donc pas appliquer de façon nominale la technique d'ajout de dérivateur. Pour cette 
raison, nous considérons le système: 

:~:1 = ./:'2 + .ri (, 

\

' ') 1 

·1.2 =·1.:1 

.Ï;3 = 11 

l2,294J 

où ri est n'importe quelle fonction dans L~~_,(lR.+1 [-1.1]). Le premier imérêt de ce 
système est que toule solution de l2.293J est aussi solution de l1.194J, Donc si nous 
résolvons le problème de stabilisation asymptotique globale pour le système [2.194]. 
nous l'aurons fait pour le système [2,293]. Le second intérêt du système r2.294] est 
que c'est un système sous forme Ieedback perturbée que nous pouvons considérer 
comme construit par l'ajout de deux dérivateurs. Nous faisons donc notre synthèse en 
trois étapes. 

Etape J, Nous considérons le système: 

r2'295'[ 
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Une fonction de Lyapunov strictement assignable point par poinl appropIiée est 
simplement: 

[2.296] 

Elle est strictement assignée. unifonnément pour cl dans L~c(1K+, [-1~ 1]). par la 
loi de commande: 

En effet, en complétant les carrés. nous obtenons: 

--1/] (:I:j) = 1 - :r't + .1::t cl 
< 1 '1'2 1 1,1 
- -'2"1 2"1 

\;/(.1:11 ri) E 

\;/(:1:1 ~ cl) E 1ft >< 

Etape 2. Nous considérons le système: 

La formule [2.1631 donne: 

t7(·. , .. ) _ 1,.2 1 (. +" .. :3)2 
1 2 .r l , .L:.! - '2 ,z, 1 + 2 ;"'2 .1 1 + .1, 1 

1, 1] 

l2.2971 

r2.298J 

r2.299J 

[2.300J 

[2.301] 

comme fonction de Lyapunov strÎctement assÎgnable point par point. En utilisanl 
[2.2991, nous pouvons vérifier que la dérivée de I~ satisfait: 

,---=------
\/2(:1:] •. r2) ~ ~ :rî - k:d + [:1:2 +;1:1 +:dl[:rt +U2 + (1 + 3:fT)(:r2 +J:id)] [2.3021 

pourtollt (.1'1, ,T2, d) dans x 1]. Mais, en complétant les canés. nous obtenons: 

pOUf tout (:r! . :D2. ri) dans >< [-1, 1]. Nous en déduisons: 

,------
1/2 (:l'I • ;L!~) 

< l '1,2 _ l '1.4 [_".304'1 
2"1 ,1'1 

+ [:r2 + :ft + ,1::i][:1:1 + 1I'2 + [1 + ;j:dJ[:t:2 + (:r2 + :1:\ + .1:{)(1 + 3:fÎ)]] 

Une synthèse d' annulation nous conduit [1 la loi de commande: 

[2.305J 



Fonctions pour la stabîlîsalion de perturbations 97 

Elle donne: 

'--;---(, ,,- l ,:! l, ,,1 [", , ,', ",:,1]:2 
\':2 .1"11,1,:2):::; -~,1,1 -J,Il - ,L:2 ,,/1,,1 1 l2,30TI 

V(,7.'1 1.1-'2, ri) E lP~2 X [-L 1] 

Etape 3. Nous considérons le syst,ème complet [2.293]. La formule l2.163J donne 
la fonction de Lyapunov: 

r,r ('l' 'l' 'z,) - 1 "1,:2 + 1 ("[' + "l' f- 'Z,:'1)2 I:J ,,1., ':2"':,1 - 2"' '1 2".:2 . ,1 - , 1 l2.3081 

J (,. [3' " ')" 'J, .~l (J".2. 6,,:1 lr:·;:) ---L 0' ",7 , 1\),' "l", 1)2 + 2" ,./,;\ + ./,1 + ')./.2 + "",.1, 1 + .. 1 1.1 2 + .1] + iH] , ,1 l ' ,0,1, 1,1:2 

Sa dérivée vérifie, pour tau t (:1: l , :C:2, :1'~-l. d) dans lR~:J >< [-l, 1] : 

-----------\/:1(:1'1, :f2. :r:.l) :::; -~:d - ~ .r,11 - [:1:2 -1- .T} + .-df [2.309'1 

+ (:Z:J + [:3:l'J + :3:1'2 + 2:r:jl + O;rT:r2 + G:d -1- l5.r7 + !J;r; + 18:r,ll:r2 ]) 

x [[,1,'2 + ,l', + :l'n + v 

+ (3 + G,TT + 18:1'].1":2 + 18:rf + 75:/:-,1 + G3:l'ji + 72:l}C2) (:f2 + :dd) 

+ (3 + !J:l'T + 18:t'}):rJl 

En suivant exactement les mêmes pas que dans l'étape précédenle, nous obtenons 
la loi de commande: 

(/)J (:r 1 • :C2, :rJ) /2.3101 

= -(:r2 -1- :1.'1 + :r~) 
- (:3 + G.r~ + 18.1.']:1.'2 + 18:1'~ + 75,/,'11 + G:3:r(l) + 72,1'\1.L'2).1.'2 

- (3 + O.r~ + 18.1": ):l'J 

- (:l'~-l + [:3:CI + 3:C2 + '2:d + O:rT:f2 + G:l·:f + 15:1'~ + fh'; + 18:r-::r2]) 

- (3 + G:rT + 18:tl:r2 + 18:d + 75.r,
1
1 + ü;3:r(; -1- 72:d.f2)2 

Elle donne la dérivée: 

l2.31l J 
(" +[3" +.-" T') ,:'1+(\ .. 2,. '(j' .. ,:'I+]r::.,G, (\"ï, ](.\",,1, ])2 - ,l-:J .L, d,t2 _,z. 1 ~.l-].l-'2 T ,l. 1 . . u.l l ' ~.l. l ' ,,0,1.1,1.:2 

,pourtout(:I-'1,.r2 .. 1-'~I,d) dansn:tJ x [-1,1]. 

En résumé, le point important de cel exemple est la combinaison de: 

- l'utilisation récursivc de la formule r2.163] pour, dans chaquc étape, trailer 
l'ajout de dérÎvateur; 

-l'ulilisation de la complétion des carrés pour traiter les termes impliquant la 
perturbation. 
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Nous avons vu dans le théorème 2.1 () que. lorsqu 'une condition de coïncidence est 
satisfaite, nous pouvons atténuer arbitrairement J'action de la perturbation sur l'état. 
Cette propriété, bien qu"affaiblie, est encore vraie pour les systèmes sous formefeed
back perturbée. Précisément, nous pouvons auénuer arbitrairementl' action de la per
turbation sur la première composante ùe l'état dans cette forme, c'est-tt-dire :l'l dans 
,2.171]. 

Considérons le système perturbé suivant: 

{
,i: = f(.I') + g(.l') (U -1- d. l·) 

li = Il (.r, y) -1- u + du 
[2.3121 

olt les fonctions f ct !J sont de classe c"+ l et la fonction Il est de classe Cl;. Nous 
avons (voir aussi IJlA 94, nA 97, KRS 95, KRS 98a]) le théorème suivant. 

THÉORÈME 2.13 (lPRA 93j).- Supposons l'existence d'lInefollcTi01I de LyapwlOl' VI: 
de classe , d '1/11 réel A strÎctement pOsif(( et d '1/ne fOllctiol/ de classe C',:+ 1 

tels ljue la déril'ée de l'~l; sati.~'lait : 

1~l" (:1') = L f VI" (:r) + Ly \/~r(;r) (jJ,r (:r) ::; -,,\ VI: (J,') (2.3131 

Soit Cl, IIlle/ollethm de classe :)(=' sati4l1isllnl : 

12.3141 

SOIIS ces cOl/ditions, pour TOull' jàl1ctùm Ilon négali\'e -(d Telle lJlle nOlis p01Il'ons 

Imlll'er pOlir des réels Ho > (1 e[ l' pOlir sa1i.~laire 7 : 

Vs E [0,80] [2.3151 

ilexis/e Ifllej{)J/ctÎlm de Lyoplllwl' \/1/ de classe 1 et .'i'oti.\j"aislllll.· 

V(.l', lJ) /2.3161 

pOUl' 1111 réel E > 0, el fll1eFmClion 

l~J sati·\faÎI: 
: JR:/I --7 lR de classe Cl; telle que la déripée de 

r2.317 J 

7. La condition ll.3151 cst utile pour garantir r existence d' L1ne fonction \~I qui est de dusse 
Cl au voisinage ùe l'origine. Une explication li cela eSl que les inégalités fl.314j et ll.3151 
donnent, pour '.rl surtisammcl1l petit, lïnégnlité : 

il comparer il [2.316]. 
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REMARQUE 2.24.- Les inégalités [1.316] et l1.317] sont exactement sous la forme 
requise pour appliquer le théorème 2.7 des petits gains. En particulier. le {'ail que, 
pour toute fonction "/d donnée, nOlis pouvons faire en sorte que l'inégalité l1.316j est 
satisfaite nous indique que nous avons ici un résultat d'assignation de gain L= non 
linéaire. Observons cependant que l'argument de "'Id dans r1.3161 est .1.' el non (.r. !J). 
Ceci signifie que ce n'est que le gain L::::G non linéaire de (d. I·• ri.'!) ü.r que nous sommes 
capables d'assigner. 

REM ARQUE 2.25.- Comme le théorème 2.12, le théorème 2.13 peut être utilisé récur-
sivement pour traiter des sous la forme: 

:1:1 h ) + g] (.fI ) +dd 

rI + , :r::d (:1';1 + cl'],) 
r2.3181 

in :l'Il) !ln (.t 11' •••• :1' ri) (1/ + ri /1 ) 

et obtenir unc loi de commande qui rend le système en boude fermée SEE el aUénue 
arbitrairemenll'action des perturbations (dl ..... d ll ) sur .r,. 

EXErvlPLE 1.15 (ASSIGNATION DE GAIN ET BOUCLAGE D'ÉTAT PARTIEL).

Considérons le système: 

12.3191 

Nous cherchons une loi de commande stabilisant asymptotiquement glob'.llement 
l'origine mais ne dépendant que de (:CI, :\:(i). 

Pour résoudre ce problème. nous observons que le système [2.3191 n'est rien 
d'autre que le système 12.1 auquel est ajouté un dérivnteur perturbé. Nous conti-
nuons donc selon les mêmes lignes que dans l'exemple 2.6. 

Des inégalités 12.20J er 12.321. obtenues pour les solutions du système r2.141, 
c' cst-à-dire le sous-systèmc en 1 \ :\:2, ~'(;d avec :'(.1 comme entrée, et grâce au théo-
rème 2.7, nOlis savons que lc problème peut être résolu en trouvant. pour le système: 

{

j' =!J d'], + dl !J 

.Il 11 -1- d:l 

[2.3101 



100 Commandes non linéaires 

une [onction de Lyapunov strictement assignable point par point l/~J et une fonction 
continue (j>!I telles que. avec la commande: 

12.321] 

nous obtenons)' inégal i té suivante pour la dérivée de 1/~J : 

[2.322J 

oli"YI et Î'] sont des foncLions de classe :Je et /\ est un réel strictement positif vérifiant: 

VCr, y) E [2.323.1 

avec e: un réel strictement positif quelconque. 

Le système [2.3201 est [ait du système (voir [2.12TI): 

f2.324J 

auquel est ajouté le dérivateur perturbé: 

1./ + d~1 
[2.325j 

Avec l'exemple 2.6, nous savons que nOlis pouvons strictement assigner poinl par 
point au système réduit [2.324] la fonction de Lyapul1ov: 

En particulier la commande: 

:1:.:1+ __ ( . 3:l.'~) 
LJ 

donne: 

Pour le système complet [2.320j, la formule 
Lyapullov strictement assignable point par point: 

En utilisant [2.3281, nOlis obtenons ainsi: 

[2.326] 

l2.3271 

[2.3281 

163 J donne la fonction de 

[2.329 J 

r2.330] 
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1 
1 

{!'I . ' , 1 + -} + (y - (;'i.1' (.1')) [:1'.1 + Il m.l:(:r).I/] 

dr) ( , "" ') d~ ) + ~ + (u rp:l·(:C))-q.e(:r)- + _1 

+ (3(.1/ 1>:I:(.1~))j (1/t:(;l')j;r i + cl}) 
-1 ~1 

(1"/ d~ 
::; -,,\ VI' (a:) + + - + ....:... + + 

4 J 244 

12.3311 

+ (y 
[

".:1 1 Il JI (/1')'11 + !J 
ri)'I' (:1') , ., ') 2' + (lJ - (/>,1: ( :r ) ) (t>,1' ( ;,. )-.< - - .' - (P.l' ." • 

, 3(y-
1 

où nous avons complété les carrés et utilisé l'inégalité de Young pour déduire l2.3311. 
Une synthèse cl' annulation conduit alors à la loi cie commande: 

n = ~Du ( .r ~ !J ) 

/\ 
= -2 (!J 

" !I - (i>;/" (:1') 
(/).1: ( :r ) ,1} + 2 + (!J 

+ 3(u 

Elle donne: 

Ceci montTe que nous avons obtenu [2.322] avec les fonctions: 

,'2:.1(8 ) 
2 

Il s'en suit que la contrainte [2.3231 s'écrit: 

'V:r 

La stabilité asymptotique globale est donc obtenue si nOLIS choisissons: 

/\ > lGD 

[2.3331 

[2.334] 

/2.3351 

12.336J 

L2.337J 

[2.338] 

En résumé, le point important de cel exemple est de nouveau la combinaison de 
la formule r2.163] pour traiter l'ajoul de dérivatcur ct l'utilisation d'inégalités pour 
traiter les termes impliquanlla perturbation. 



10.2 Commandes non linéaires 

2.5. Annexe: lexi(IUe et notations 

(/' 

Pour une fonction a : IFt ---.. IR: de classe Cl, nous notons f' sa dérivée. 

---(/ (.1.') 

Pour toute solution ..:\(:1.', 1; d), il valeurs dans jp~lI, de: 

:i: f(.r, fi) X (:1'; d, 0) = .r [2.339J 

dél1nic sur [0, T) (voir la définition 2. J) et toute fonction 0. : IRn ~ IP~ de classe Cl, 
nous avons: 

! a(X(.r, 1; d)) = Da (X (.1'. l; ri)) .n-y(.7:. i; ri), dU)) 

pour presque tout t E (O. T) 

Par ailleurs. nous pouvons déllnir une fonction h : JP~'1 

M:/', d) 
av' 
-ü (.1:) f(.1:, d) 

.1' 

IR: comme: 

Const.atant 1:.1 similarité de l2.340] et 12.341 J. nous adoptons la notatÎon : 

---'-. Da 
li (.1.') = -;-- ( :1') f ( :r. d) 

o:r 

--

[2.340J 

[2.341] 

12.342J 

Mais nous insistons sur le fait que a(.l') est une fonction de (:r, d) et en aucun cas 
du temps t. 

al.s' 
Pour une fonction li : IF!.1l m:nJ et un sous-ensemble 5' de IP!./l, nOlis notons (IL., 

la reslriction de a à /3. C'est donc une fonction sur 5' à valeurs dans ]p~m . 

Ajout de dérh'oll'llr 

Etant donné un système: 

.i' f ( .1;, 1 ~, d,l' ) l2.343] 

d'état ;1:, commande 1) et perturbation d,)', nous disons que nOLIs lui ajoutons un dériva
teur si nous considérons le système augmenté: 

{

.i: = f(:r, 1'. (1;,:) 

iJ = h(:L v, /l, d,,) 
r2,3441 

d'étal (,l', v), commande 11 et perturbation (ri;!:, d!l)' Ainsi, la commande,' du système 
[2.343J est devenue une composanre de l'élat du système l2.344]. Pour ce dernier la 
commande Il n'agit que sur la dérivée de v. 
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Ajout d'i1ltégratellr 

Etant donné le système: 

[2.345"[ 

d'état :l', commande Il el perturbation d.r , nOLIs disons que nOlis lui ajolllolls lin inté
grateur si nous considérons le système augmenté: 

l2.346] 

d'état (:r, ,1]). commande 1/ ct perturbation (d,I" rI!J)' Ainsi. l'état,l] intègre une fonction 
de li mais surtout aussi de (:1.', li, dy ). 

Attél1l1a/ÎOII de pertl/rbmioll 

Le problème d'atténuation de perturbation pour un système: 

.1' = ./'(:1'. 'IL cf) f2.347] 

d'état .1.'. commande 1/, perturbation ri est celui de définir une loi de commande 
'11 = (/J(.T) telle que les solutions du système bouclé dépendent le moins possible de d. 
Voir la remarque 2.4. 

BacksfeppÎl1g 

Voir ajout ùe ùérivLlteur et la remarque 2.19. 

Classe C" 

Une [onction est dite de classe C', si elle admcl des dérivées partielles continues 
jusqu'à l'ordre 1.:. Ainsi Ulle fonction de classe Cn est simplement une fonction conti
nue. 

Classes ~J( e/ 9CX. 

Une fonction Cl' : J~+ ----è- iP~+ est dite de classe ~J( si elle est continue. strictement 
croissante el nulle en zéro. Elle est de classe :JCX: si clle est de classe 9( et non bornée. 

Classe JCC 

Une fonction i3 : lF~+ >< lP~+ ----è- IR:+ est dite ùe classe ~K[' si. pour chaque t 2:: 0 
fixé, la fonction (-J(-, t) est cie classe ~)(, et, pour chaque /' > 0 fhé, la fonctÎon ... 3 ( /', .) 
est slrictement décroissante et vérifie: 

lim ,/J( 1',1.) = 0 
J-·,x 

12.3481 

Avec la 1 SON 98, proposition 71. nOLIS savons que ./3 eSlllne fonction de classe ~cc 
si et seulement s'il existe des fonctions c\ 1 et (\'2 de classe ~J(=' vérifiant: 

'\I( r. 1) 12.349] 
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CLF 

CLF est l'abrégé de l'expression anglaise: Control Lyap 1111 Ol , FUl1CIÎ01l. Nous 
l'avons traduile ici par l'expression: l'onction de Lyupunov assignable (voir la détJ
nition 2.6). 

C01l/mande gradient ml La li' 

Une commande est dite de gradient ou La V si ene est dans la direction opposée 
fi )a dérivée de Lie d'une fonction de Lyapunov V dans la direction du champ de 
commande g. Elle est donc de la forme générale: 

r2.3501 

où (J est une malrice définie positive. 

Compléter les carrés 

Voir inégalité de Young. 

Condition dt' coïncide1lce 

Voir la remarque 2.14. 

Définie négatÎI'l' 

Une l'onction F : 1Fl lI -,' .iPl_ est dite définie négative si - V est définÎe positive. 

D(~fil1ie posiTive 

U ne fonction 11 : lR n ----+ est dite définie positive si elle vérine: 

F(:z:) = 0 :r=O r2.351J 

FOIICtioll de Lyaplll1ol' 

Une fonction V : }R1l est dite une fonction de Lyapunov de classe cr si 
elle est de classe C", définie positive el propre (radialement non b0111ée). 

Fonction propre 

Soit n un sous-ensemble de l~n , une [onction F : n ----+ JtI~ est dite propre si, pour 
chaque réel Ci cl cs, l'ensemble: 

{:r : ::; Ci ::; V(:r) :::; ('.'i} 

cslun sous-ensemble compact (peut-êlre vide) de n. Voir [SCHW 70]. Lorsque n est 
l'ensemble lR:.fJ tout ent.ier, cette déflnition est équivalente au fait que nous ayons: 

Hm V'(:r) = +00 
l;rl~+x 

12.352] 
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Forme feedback 

Un système est dit être sous formefeedback si nOLIs pouvons trouver des coordon
nées telles que sa dynamique s'écrive: 

.1:] = J'J (:rl' :r::!) 

= f'2(;t:t, :/.''.:d [JI (:l'l, :r::1) .1.':! 

12.353J 

Une telle forme est obtenue par une succession d'ajouts de dérivaleur. 

Forme feedforward 

Un système est dit être sous formcfeeLN(J}1I'ard si nous pouvons trouver des coor
données telles que sa dynamique s'écrive: 

f2(:1: l, :r2. 1/) 

.1: 1 =fl(:l'},l1) 

Une telle forme est obtenue par une succession d'ajouts d'intégrateur. 

ForwardÎl1g 

Voir :.yout d'intégrateur. 

Hii/der C011fÎUlIe 

L2.3541 

Une fonction f : JR:.1i ----!o lR~m est dite Bolder continue d'ordre ü en :1,' s'il existe des 
réels strictement positifs ,\~ et c5 tels que nous ayons: 

[1.355] 

ISS 

JSS est l'abrégé de l'expression anglaise: Input-Io-Slale Swbilil)'. Nous l'avons 
traduite ici par l'expression: stl.lbilité entrée état (voir la définition 2.5). 
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LJll" 

Ln notation Lr V représente la dérivée de Lie au point :r de la fonction F le long 
des solutions X(:r, f) de l'équmion différentielle: 

.Î: = f(:r) [2.356] 

Elle vérifie donc. une fois des coordonnées fixées: 

L J F (:t:) = Hm ----'------'--
1-0 

r2.357j 

Si Il est de classe Cl une expression est: 

Si f est en fail un champ de matrice, LI II est un vectcur lignc. 

Lh;'c(JR+ ' 

La notation 
mesurables cl : 
réel c satisfaisant: 

iP.~}J) est utilisée pour désigner l'ensemble des fonctions 
JRP telles que. pour tout compact !\..- dans il existe un 

Id(t)1 ::; c. pour presque tout t E !{ [2.359] 

Origine 

Dans tout ce texte, pour le système général r2.1], nous supposons l'existence d'un 
point de JR~1l , un point de ]PUI et un poil1l de JR:tll, chacun appelé origine de leur espace 
respectif et dénoté /] tels que: 

./'(0,0,0) 0 

Pass{j' 

Un système: 

{
:ie = I(>:, fi) 

li = h(.I'. Il) 

f2.3601 

r2.3611 

est dit (respectivement strictement) passif s'il existe une fonction de Lyapunov V de 
classe Cl et une fonction nT nOllnégative (respectivement définie positive) telles que, 
pour tous les couples (:1', li). nous ayons: 

[2.362] 
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1P2 

lit est J'ensemble des réels, JP.~+ est r enscmblc des réels non négatifs. ! est 
r ensemble des réels strictemenL POSiLi l's. 

SCP 

sep est l'abrégé de l'expression anglaise: 81/1all COl/trol Prol'crty. Nous l'avons 
traduite ici par l'expression: localement contÎnüment strictement assignable (voir ln 
définition '2.7). 

SEE 

SEE est l'abréviation de stabilité entrée état (voir la définition 2.5). 

Synthèse d'annulation 

Lorsque la dérivée d'une foncLÎon de Lyapunov F vérHle: 

X (II + T) [2.3631 

où T _ est un terme non posiLif et T cst un terme quelconque, une synthèse d'annula
tion de la commande consiste il prendre la commande sous la forme: 

[2.364:1 

où q est une matrice définie positive. 

Synthèse de domÎlUlfÎlm 

Lorsque la dérivée d'une fonction de Lyapunov \! satisfait [2.363], une synthèse 
de domination de la cDmmande consÎste li prendre la commande en général sous la 
forme: 

li = -Q(.1') Lu F(.1:)1' 

où Q est une matrice définie positive sufl1samment grande. 

YOUl1/i (inégalité de) 

Pour toul réel p 1 ct tout couple ((/., b) de nous avons: 

(1. b < l (IP -1- E.::.l 
- JI fi 

12.3661 

Dans le cus où P 2, J'inégalité de Young est connue sous l'expression: compléter 
les carrés. 
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