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Résumé— Nous étudions dans cet article la mise au point
d’un observateur de l’état d’un modèle réduit de grue en
vue de son utilisation pour le suivi de trajectoire et le re-
jet de perturbations. Le modèle réduit de grue considéré
est celui étudié dans la thèse [2] (voir aussi [4], [3], [5]). Il
est commandé par quatre moteurs à courant continu. Les
observations disponibles sont d’une part les positions des
quatre moteurs et d’autre part les coordonnées de la charge
obtenues à partir d’images de deux caméras temps réel. Ces
observations servent à synthétiser les observateurs proposés
dans cet article. Nous étudions principalement deux obser-
vateurs, le premier étant un filtre de Kalman étendu, le se-
cond conçu à partir des moindres carrés sur une fenêtre
glissante. Deux lois de bouclage sont considérées : un retour
d’état complet robuste LQR sur le modèle linéaire tangent
et un bouclage dynamique endogène linéarisant stabilisant
l’écart à la trajectoire désirée. Des comparaisons en simula-
tions sont présentées.

Mots-clés— commande non linéaire de grue, platitude
différentielle, suivi de trajectoire, observateur-contrôleur.

I. Introduction
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Fig. 1. Modèle réduit de la grue de la marine américaine

Les grues sont généralement utilisées dans les entreprises
de construction et dans les ports de marchandises pour
déplacer les charges d’une position initiale vers une posi-
tion finale en évitant des obstacles. Grâce à l’assistance
au pilotage du grutier par des lois de commande, on peut
espérer améliorer la productivité notamment au plan du
temps de transport des charges et de la sécurité du tra-
vail par conditions extérieures difficiles. On peut voir dans
[3], [2] que les grues, et plus généralement toute une classe

d’engins de levage, sont des systèmes plats dont une sortie
plate remarquable comprend les trois composantes de la
position de la charge. Étant donnée une trajectoire désirée
pour la sortie plate, on peut en déduire directement les
commandes en boucle ouverte à envoyer aux différents mo-
teurs pour générer cette trajectoire. Les oscillations autour
de la position finale, que l’on observe généralement lors de
déplacements de charges et qui peuvent être amplifiées par
des perturbations extérieures comme les rafales de vent,
peuvent donc être atténuées à la fois par le choix de tra-
jectoires de référence arrivant au repos et du correcteur.

Lorsque seules les positions des moteurs sont mesurées,
comme dans [2], [5], et sans recours à un observateur, on n’a
pas accès aux vitesses et le plus commode est de considérer
que la vitesse est nulle à l’origine, d’où l’utilisation de tra-
jectoires arrêt-arrêt.

Le but de ce papier est de commander la grue en boucle
fermée sur l’état complet estimé afin d’être capable de
suivre les trajectoires désirées tout en annulant les per-
turbations extèrieures, à partir de n’importe quelle condi-
tion initiale erronée. On regardera tout d’abord comment
éliminer les perturbations en ayant uniquement des infor-
mations sur la longueur des différents câbles, puis dans un
deuxième temps, on prendra en compte la position de la
charge.

D’autres approches de la commande de grue ont été
développées dans [9], [8], [1], [7].

Dans la section III, on présente un modèle dynamique
simplifié de la grue. On utilisera en fait deux modèles
différents de la grue, bien qu’équivalents, mais permettant
un calcul de la commande plus efficace suivant la nature des
mesures effectuées sur le système. Dans la section IV, dans
les deux cas, on commence par créer un observateur qui
servira, dans la section V, à nourrir la loi de commande en
boucle fermée. On présentera des résultats de simulations
pour le modèle réduit de grue de la marine américaine dans
la section V.

II. Description du modèle réduit de grue

Le modèle réduit considéré, mis au point au CAS, est
la reproduction à l’échelle 1/80e d’une grue de la marine
américaine (figures 1 et 2). Il a été réalisé par un designer 1

en 1998 dans une structure en laiton. Il est commandé par
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quatre moteurs à courant continu dont on peut répartir les
tâches comme suit :

– Un moteur pour permettre la rotation de la plate-
forme supportant la flèche (moteur 4).

– Un autre moteur relié directement à la charge pour
assurer ses mouvements verticaux (moteur 2).

– Un moteur relié à une poulie mobile qui en assure aussi
les mouvements verticaux (moteur 3).

– Et enfin, un quatrième moteur qui agit sur les
déplacements horizontaux de la charge par l’in-
termédiaire de la poulie mobile (moteur 1).
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Fig. 2. Grue de l’US Navy en trois dimensions

Les moteurs possèdent des capteurs incrémentaux qui
permettent ainsi à tout instant de connâıtre leur vitesse
de rotation ainsi que leur position angulaire et donc les
longueurs des différents câbles (à condition d’avoir réalisé
une initialisation correcte). Nous utiliserons dans la suite
les coordonnées des points importants de la grue comme la
position des poulies fixes (c’est à dire les poulies en A et
P de coordonnées respectives (x1, y1, z1) et (x2, y2, z2), la
position de la charge de coordonnées (x, y, z) (point C) et
la position de la poulie mobile (x0, y0, z0) (point B). Par

ailleurs, les trois poulies fixes étant alignées, on a
−→

OA =

α1
−−→

OP .

III. Modèle de la grue

Pour représenter la grue, nous utiliserons deux modèles
équivalents mais présentant des caractéristiques différentes
pour les simulations et l’analyse de structure. Le premier
modèle est mis au point à partir du principe fondamental de
la dynamique alors que le deuxième résulte de la méthode
lagrangienne. Dans cette partie, nous allons modéliser la
grue en négligeant la masse de la poulie mobile, très faible
devant les autres masses mobiles. Cette hypothèse revient
à supposer que la charge, la poulie mobile ainsi que les
cables qui les relient aux poulies fixes sont dans le même
plan représenté dans la figure 3(b). On peut alors décrire
la grue en repérant ce dernier plan par l’angle ξ, l’angle
de rotation de la flèche de la grue (voir la figure 3(a)) et
l’angle ϕ entre le plan vertical passant par l’axe OA et le

plan formé par les points 0, A, B, C, P , puis les positions
des câbles et de la charge, dans le plan considéré, par les
angles γ et β et la longueur L3 (voir la figure 3(b)).

Voici les équations de base permettant de trouver le
modèle explicite de la grue ([2]). On définit trois repères
différents. Soit Kb le repère principal, Kg le repère corres-
pondant à une rotation d’angle ξ autour de l’axe zb et enfin,
le repère K choisi pour que les points A, B, C et P appar-
tiennent à son plan (x, z)(voir figure 3(a)). On passe d’un
repère à un autre par deux matrices de rotation ΩKbKg(ξ)
et ΩKgK(ϕ)(voir VII).

On peut donc définir les coordonnées de la position du
point C dans le repère K en fonction des angles γ et β, et de
la longueur L3. En notant xK , yK et zK les coordonnées
de la charge dans le repère K, et α l’angle fixe entre la
flèche de la grue et la verticale, nous avons les équations
suivantes :

xK = k sinα + L1 sin(γ + (α − β)) + L3 sin(2γ + (α − β)) (1)

yK = 0 (2)

zK = k cos α + L1 cos(γ + (α − β)) + L3 cos(2γ + (α − β))(3)

avec L1 et L2 dépendant de β et γ. En effet, on a :

L1 = l
sinβ

sinγ
(4)

L2 = l
sin(γ − β)

sinγ
(5)

En notant xKb , yKb et zKb les coordonnées du point C
dans le repère Kb, le principe fondamental de la dynamique
appliqué à la charge nous donne la formule suivante :

m

24 ẍKb

ÿKb

z̈Kb + g

35 = ΩKbKg · ΩKgK

24−T3 sin θ
0

T3 cos θ

35 , (6)

où θ est l’angle situé entre
−−→

BC et l’axe z du repère K

et T3 la valeur de la tension du câble au point C. Enfin,
nous avons les trois équations supplémentaires correspon-
dant aux dynamiques des moteurs commandant les câbles
et la plateforme :

J1

ρ1

L̈1 = T1ρ1 − u1

J2

ρ2

(L̈2 + L̈3) = T2ρ2 − u2

Jpf ξ̈ = projzb

�
T2

�
−−→
OP ×

−−→
PB

‖
−−→
PB‖

�
+ T1

�
−→
OA ×

−−→
AB

‖
−−→
AB‖

��
+u4

(7)

avec T1 et T2 la valeur des tensions des câbles aux points
A et P , u1 et u2 les couples délivrés par les moteurs associés
aux poulies en A et P respectivement et u4 le couple de
rotation de la plateforme.

En combinant ces différentes équations et les change-
ments de repère, on peut écrire la dynamique de la grue
sous la forme A(x, u)ẋ = b(x, u), ce qui nous permettra
ensuite en inversant la matrice A(x, u) d’avoir la forme ex-
plicite ẋ = f(x, u). Les quantités mesurées sont le vecteur
y = (ξ, L1, L) où L = L2 + L3. Le vecteur d’état x de di-
mension 10 est donc composé des angles ξ, ϕ, γ et β, de la
longueur L3 ainsi que leurs dérivées premières.
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Une autre méthode pour modéliser la dynamique de la
grue de façon équivalente, est d’utiliser le Lagrangien. (voir
[3]). Si on néglige m0 (masse de la poulie mobile), cette
dernière n’a plus de dynamique propre, sa position est
entièrement connue à partir des autres équations (dyna-
mique sur la position de la charge, sur les longueurs ...).
D’après [3] considérons le Lagrangien

L = 1
2

�
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) + M(ẋ2

2 + ẏ2
2) + m1L̇2

1+

m2(L̇2 + L̇3)2
�
− mgz

ainsi que les 4 contraintes :

1

2
((x − x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2
− L2

3) = 0 (8)

1

2
((x0 − α1x2)

2 + (y0 − α1y2)
2 + (z0 − α1z2)

2
− L2

1) = 0 (9)

1

2
((x0 − x2)

2 + (y0 − y2)
2 + (z0 − z2)

2
− L2

2) = 0 (10)

1

2
(x2

2 + y2
2 − r2) = 0 (11)

et introduisons les multiplicateurs (λ1, . . . , λ4) associés à
ces contraintes. On obtient :

mẍ = λ1(x − x0) (12)

mÿ = λ1(y − y0) (13)

mz̈ = λ1(z − z0) − mg (14)

0 = −λ1(x − x0) + λ2(x0 − α1x2)

+λ3(x0 − x2) (15)

0 = −λ1(y − y0) + λ2(y0 − α1y2)

+λ3(y0 − y2) (16)

0 = −λ1(z − z0) + λ2(z0 − α1z2)

+λ3(z0 − z2) (17)

0 = λ1L3 − λ3L2 (18)

m1L̈1 = −λ2L1 −
u1

ρ1
(19)

m3L̈3 = −λ1L3 −
u2

ρ2
(20)

Mẍ2 = −λ2α1(x0 − α1x2)

−λ3(x0 − x2) + λ4x2 −
u4

r

y2

r
(21)

Mÿ2 = −λ2α1(y0 − α1y2)

−λ3(y0 − y2) + λ4y2 +
u4

r

x2

r
(22)

avec m la masse de la charge, m1, m2 et M les masses
équivalentes respectives des moteurs 1, 2 et de la plateforme
(c’est à dire mi = Ji

ρ2

i

avec ρi le rayon des poulies et M =
Jpf

r2 ), u1 et u2 les couples délivrés par les moteurs associés
aux poulies en A et P respectivement et u4 le couple de
rotation de la plateforme.

IV. Observateurs

Nous allons étudier dans la suite deux cas différents.
Dans le premier cas, on considère que les seules mesures
disponibles sont les positions incrémentales des moteurs,
ou ce qui revient au même y = (ξ, L1, L) (voir equations 4
et 5). Il nous faut donc créer un observateur permettant de
reconstruire le vecteur d’état pour pouvoir ensuite effectuer
une commande par retour d’état, par imitation du principe
de séparation du linéaire. Pour ce faire, on a fait le choix
le plus courant d’un observateur de Kalman étendu.

Dans un deuxième cas, on rajoute deux caméras qui nous
permettent d’obtenir les coordonnées x, y et z de la charge.
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(a) Grue en trois dimensions
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(b) Géométrie de la
grue en deux dimen-
sions

Fig. 3. Géométrie de la grue

On utilisera dans ce cas un observateur des dérivées de ces
signaux pour obtenir les dérivées des coordonnées de la
charge jusqu’à l’ordre trois. Ceci nous permet en utilisant
la platitude de la grue d’effectuer un bouclage dynamique
endogène linéarisant.

A. Kalman étendu

On considère le système suivant :

{

ẋ = f(x, u)
y = h(x)

(23)

avec le vecteur d’état x = (ξ, ϕ, γ, α−β, L3, ξ̇, ϕ̇, γ̇,−β̇, L̇3)
et la mesure y = (ξ, L1, L).

On commence par calculer le linéarisé tangent du
système le long de la trajectoire. On obtient ainsi les ma-
trices Alin, Blin et Clin permettant de calculer la matrice K

du filtre de Kalman. Par souci de simplicité, nous omettons
ces calculs. L’équation de l’observateur est de la forme :

{

˙̂
X = Alin(X̂ − Xref) + Blin(u − uref ) + K(Y − Ŷ )

Ŷ = h(X̂)

or on peut écrire Y sous la forme

Y ≈ Ceq +Clin(X−Xref) ≈ h(Xref )+
∂h

∂X
∣

∣Xref

(X−Xref )

avec Xref correspondant à la trajectoire de référence. On
utilise les matrices représentant les propriétés statistiques
du bruit comme matrice de pondération pour effectuer un
compromis entre les convergences des différentes variables
du vecteur d’état. Lors de la convergence, ces matrices per-
mettent également de gérer le dépassement des différents
signaux qui ne doivent pas être trop importants sous peine
de saturer les actionneurs en boucle fermée.

B. Obtention des dérivées successives des coordonnées de

la charge

Maintenant, on considère qu’on connait la position de la
charge grâce aux deux caméras. On a besoin des dérivées
successives des différentes coordonnées pour effectuer le
bouclage. Comme les signaux sont bruités, on ne peut pas
les dériver. On utilise les moindres carrés pour déterminer
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les coefficient d’une approximation polynômiale du signal.
On considère que notre signal peut s’écrire localement sous
la forme xN (t) =

∑N

ν x(ν)(0) tν

ν! grâce à son développement
de Taylor. La méthode utilisée dans la suite nous permet
de calculer les différents coefficients du polynôme et donc
d’obtenir les dérivées des coordonnées de la charge.

On considère le vecteur :
Θ = (xN (0), ẋN (0), ẍN (0), x

(3)
N (0), x

(4)
N (0))T comprenant

les coefficients du polynôme. On utilise une fenêtre glis-
sante comprenant n points (dépendant de la période
d’échantillonnage), ce qui donne l’équation suivante :0BBB� y0

y1

...
yn

1CCCA =

0BBBBB� 1 0 . . . 0
1 T . . . T 4

1 2T . . . (2T )4

...
...

...
1 nT . . . (nT )4

1CCCCCA0BBBB� xN (0)
ẋN (0)
ẍN (0)

x
(3)
N (0)

x
(4)
N (0)

1CCCCA+ ǫ

∆
= MΘ + ǫ

⇒ Θ = (MT M)−1MT Y

(24)

On reconstitue les dérivées successives du signal de
départ en reportant les composantes du vecteur Θ dans
le polynôme considéré.

C. Résultats des simulations

Voici les résultats obtenus en simulation avec sur chaque
figure la dérivée théorique et la dérivée obtenue par la
méthode de la section IV-B. Les simulations de la fi-
gure 4 représentent la coordonnée x de la position de la
charge ainsi que ses trois premières dérivées. Chaque figure
contient deux courbes : le signal théorique, le signal estimé
par moindres carrés. Les deux courbes sont très proches
pour les premières dérivées. Pour la dérivée troisième de
x, on sépare les deux signaux sur des figures différentes.
Le pas d’échantillonnage est 0.0005s pour une fenêtre glis-
sante de 0.4s. L’amplitude du bruit de sortie ajouté à x est
compris dans l’intervalle [−1e−3, 1e−3].

V. Observateur-contrôleur

Maintenant, à partir des variables obtenues par les
différents observateurs vus précédemment, nous allons choi-
sir et régler le correcteur permettant d’avoir un bon suivi
de trajectoire et de rejeter les perturbations efficacement. À
partir du vecteur d’état obtenu par le filtre de Kalman, on
choisit une commande robuste LQ pour boucler le système.
Dans une deuxième partie, nous verrons le choix des gains
du bouclage dynamique endogène linéarisant obtenu à par-
tir des coordonnées de la charge et de leurs dérivées suc-
cessives.

A. Bouclage LQR

Comme dans la partie IV-A, on utilise le linéarisé tan-
gent du système pour choisir les gains de la matrice de
retour d’état. De la même facon, on utilise des matrices
des propriétés statistiques du bruit comme pondération
pour effectuer un compromis entre les temps de réponse des
différentes variables ainsi que la puissance des commandes.
En effet, dans la pratique, il faut éviter de saturer les ac-
tionneurs. La figure 5 nous montre les résultats obtenus en
simulation à partir de cette méthode.
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0 2 4 6
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

(d) ẍ
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Fig. 4. Simulations : estimation des dérivées jusqu’à l’ordre 3 pour
un bruit blanc de variance 1e-6 ; (a) : Coordonnée x réelle ; (b) :
Coordonnées x théorique et estimée ; (c) : dérivées de x théorique
et estimée ; (d) : dérivées secondes de x théorique et estimée ; (e) :
dérivée troisième de x théorique ; (f) : dérivée de x estimée par
moindres carrés ;

B. Bouclage dynamique endogène linéarisant

La grue est un système plat de sortie plate x, y et z,
les coordonnées de la position de la charge. Nous avons
vu précédemment deux méthodes pour obtenir les dérivées
successives de cette position. Mais lors de la fermeture de la
boucle, il faut au besoin redéfinir certains paramètres (taille
de la fenêtre, ordre du polynome ...) et bien définir les gains
de la boucle fermée à cause des changements de dynamiques
des différents signaux bouclés. Comme les dérivées de x,
y et z jusqu’à l’ordre quatre sont utilisées, nous pouvons
réécrire le système sous la forme :







x(4) = v1

y(4) = v2

z(4) = v3

avec v1, v2 et v3 les nouvelles commandes stabilisant la
grue autour de la trajectoire de référence. On peut écrire
le vecteur de commande v = (v1, v2, v3) sous la forme :

v = (x
(4)
ref , y

(4)
ref , z

(4)
ref)

−γ4((x̃
(3), ỹ(3), z̃(3)) − (x

(3)
ref , y

(3)
ref , z

(3)
ref))

−γ3((¨̃x, ¨̃y, ¨̃z) − (ẍref , ÿref , z̈ref ))

−γ2(( ˙̃x, ˙̃y, ˙̃z) − (ẋref , ẏref , żref ))
−γ1((x̃, ỹ, z̃) − (xref , yref , zref ))
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Fig. 5. Simulations : Bouclage LQR ; (a) Coordonnée x réelle et
référence ; (b) Coordonnée y réelle et référence ; (c) Coordonnée
z réelle et référence ; (d) Commande u1 réelle et référence ; (e)
Commande u2 réelle et référence ; (f) Commande u4 réelle et
référence.

où x̃, ỹ et z̃ sont les estimées de x, y et z respective-
ment, précédemment calculées. Le choix des valeurs de
γ1, γ2, γ3 et γ4 nous permet de régler les dynamiques du
système en boucle fermée. Les simulations de la figure 6
sont obtenues avec les valeurs : γ1 = 625, γ2 = 250,
γ3 = 150 et γ4 = 20.

VI. Conclusion

Deux méthodes permettant de contrôler une grue en
boucle fermée ainsi que les résultats de simulations ont
été présentés dans ce papier. Une fois la trajectoire arrêt-
arrêt déterminée, les observateurs-contrôleurs mis en place
permettent d’atténuer les oscillations de la charge et de
rejoindre la trajectoire de référence. Le fait d’observer la
sortie plate, qui implique d’ajouter deux caméras, permet
de meilleurs résultats.

VII. Annexes

Les matrices de rotation pour les changements de repères
sont les suivantes :

ΩKbKg =

0� cos ξ − sin ξ 0
sin ξ cos ξ 0

0 0 1

1A (25)

ΩKgK =

0� σ1 σ2 σ3

σ4 σ5 σ6

σ7 σ8 σ9

1A (26)
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Fig. 6. Simulations : Bouclage dynamique endogène linéarisant ; (a)
Coordonnée x réelle et référence ; (b) Coordonnée y réelle et
référence ; (c) Coordonnée z réelle et référence ; (d) Commande
u1 réelle et référence ; (e) Commande u2 réelle et référence ; (f)
Commande u4 réelle et référence.

avec

σ1 = sin2 α(1 − cosϕ) + cosϕ

σ2 = − cosα sin ϕ

σ3 = sinα cosα(1 − cosϕ)

σ4 = cosα sin ϕ

σ5 = cosϕ

σ6 = − sinα sin ϕ

σ7 = sinα cosα(1 − cosϕ)

σ8 = sinα sinϕ

σ9 = cos2 α(1 − cosϕ) + cosϕ
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