CALCUL RECURSIF DE FRAME INVERSE SUR LA
TRANSFORMEE EN ONDELETTES DYADIQUE
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RESUME

La transformée en ondelettes dyadique permet d’analyser des propriétés im-
portantes du signal. Elle présente 'intérét d’étre invariante par translation: les
résultats produits ne dépendent pas de 'instant courant. Malheureusement, une
suite quelconque de nombres ne s’interprete pas forcément comme la transformée
d’un signal. Par conséquent, un certain nombre d’opérations fort utiles (régularisation,
débruitage) effectuées sur la transformée en ondelettes peuvent aboutir & un ob-
jet qui ne s’interprete pas directement comme la représentation d’un signal. Pour
récupérer malgré tout un signal, on cherche le signal dont la transformée en on-
delettes est la plus proche des données. Cette opération s’appelle ”frame inverse”;
Elle s’effectue en résolvant un probléme de moindres carrés. Habituellement, cette
solution est calculée sur I’ensemble du signal. Cela n’est pas adapté a un environ-
nement temps réel, ou les données ne cessent d’arriver et doivent étre traitées au
fur et & mesure. Or de nombreuses applications du traitement du signal nécessitent
de traiter les données au fur et a mesure de leur arrivée.

Ce rapport présente une méthode de calcul de frame inverse qui est a la fois

récursive en temps et en échelle. L’algorithme fournit a chaque instant et a chaque
échelle 'estimation optimale du signal pour I’horizon et la profondeur d’échelles
correspondant. Il a été implémenté sous Simulink et des exemples appliqués & des
signaux académiques et réels sont présentés ici.
Dyadic wavelets transform allows to analyse important properties of a signal. One of
its advantages is to remain unchanged after a translation : results do not depend on
the current time. However, a random series of numbers can not be directly converted
into a signal. Thus, the result of some useful operations (like régularisation or noise
removal) on the converted signal, may not be interpreted directly itself as the image
of a signal. To recover (retrieve ?) the original signal, we look for the signal whose
conversion into dyadic waves is closest to the data. This operation is called ”frame
inverse”. Basically, it consists in solving a least-square problem. This operation
usually needs a computation on the whole signal. This is not suitable for a real-time
processing system, where the flow of data is continuous and has to be processed
as it arrives. However, many applications of signal processing need the data to be
processed as their arrive.

The report presents a frame inverse computation method which is recursive with
respect to both time and scale. At every time and scale, the algorithm provides
the optimal signal estimate for the related time horizon and scales depth. It has
been implemented in Simulink, and examples which use both academic and real life
signals are presented here.
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1. INTRODUCTION

Cette étude sur les ondelettes propose, par des calculs simples, de reconstituer
un signal d’apres des signaux considérés comme ses transformées en ondelettes
dyadiques. Celles-ci n’étant pas forcément 'image d’un signal d’entrée exact, on
définit une erreur que l'on cherche & minimiser.

min(|Tx — y|2)

La solution doit étre donnée a partir des 2 parametres que sont le temps courant
K et laprofondeur j. On cherche dons une récurrence sur les échelles, la récurrence
en temps étant implicite d’apres les résultats.

En effet, I'étude permet de définir I'intervalle ou la solution est connue et sta-
tionnaire, ainsi que les intervalles de bord ol on peut avoir une estimée du signal.

J’étudie dans la premiere partie, le cas d’'une décomposition & une échelle. Je
rappelle les résultats sur la décomposition et la reconstruction exacte puis j’étudie
le probleme de la frame inverse sur des signaux de taille infinie puis sur un intervalle
fini quelconque.

En seconde partie, je reprend les résultats de décomposition et recomposition,
puis j’étudie la frame inverse par récurrence sur les échelles afin de pour pouvoir
controler et traiter le signal a chaque échelle.

Enfin, je donne des exemples ol ces résultats sont implémentés sous Matlab
et Simulink. J’utilise la reconstruction pour des transformés exactes puis pour
des transformées bruités. Enfin, j’utilise la frame inverse pour le débruitage de 3
signaux réels.
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2. ONDELETTES A UNE ECHELLE

2.1. Décomposition en ondelettes. On rappelle les résultats de décomposition
et de reconstruction sur les transformées en ondelettes dyadiques d'un signal ag
défini sur Z.

Définition 2.1. ag est un signal défini sur Z
h et g sont des filtres miroirs conjugués, g[1 —n] = (—=1)"h[n]
La décomposition est donnée par:

+oo

(2.1) ap k] = Z hin — klag[n]
+oo

(2.2) difk)= > gln—Hao[n]

La représentation est faite figure 1

——F—> h I——>

Hg_dl% dl

FIGURE 1. Décomposition a une échelle

Définition 2.2. On définit les transformations
W :ag — (a1,dy)
Wy a9 — a1
Wy :ag — dy
Définition 2.3. On définit 'extraction paire EP et ’extraction impaire EI par
EP(s) = u avec u[k] = s[2k]
EI(s) = v avec v[k] = s[2k + 1]

2.2. Reconstruction. La reconstruction exacte de ag est possible aprés un sous-
échantillonnage de a; et dj.

Théoreme 2.4. (Mallat) La recomposition exacte du signal ag peut-étre faite a
partir des extractions paires des signaux a1 et dq

+00 too
(2.3) aglkl = Y hlk—2n]EP(ar)[n] + > glk —2n]EP(d)[n]

La figure 2 représente cette transformation inverse.



ag —>N\2 > h a'o

a; —>
soit 1

vl g 1>

w —> a'p

pair-

d1 —>

FIGURE 2. Reconstruction avec les échantillons pairs

Corollaire 2.5. La reconstruction de ag peut aussi étre effectuée avec les extrac-
tions impaires des signauz aq et dy

+o0 too
(24)  aolk] = Y hlk—2n—1EI(a)[n]+ Y gk —2n— 1|EI(d)[n]

Proof. Soit le signal a(, translaté de 1 de ag:
Vk, aglk] = aolk + 1].
On note (a},d}) = W(ag). Alors

+00
> hln—Kag[n]

n=—oo

al k]

+o00
= Z h[n — klag[n + 1]

n=—oo

400
= Z h[l =1 — Klaol[l]

l=—00
+oo

= > b=k + Dlaoll]
l=—0

= a1 U{i + 1]
On en déduit que extraction paire de a} est égale & I'extraction impaire de a;:

EP(a})[K] = a}[2K] = a1[2k + 1] = EI{ay)[k]

+oo
> gln— HKag[n]
n;OOOO
= Z gln — klag[n + 1]
n—:OOOO
= ) gl 1 Haol]
l=—00
+oo
= Y gll— (k+1]acll
l=—00

= dilk+1]

i [K]
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On en déduit que lextraction paire de d} est égale & lextraction impaire de d;:
EP(d))[k] = d}[2k] = d1[2k + 1] = EI(dy)[k]

On reconstruit ag par le théoréme de Mallat 2.3:

+o0 too
aglk] = > hlk—2n]EP(a})[n]+ Y glk — 2n]EP(d})[n]
= Y hlk—2n]EI(a)[n] + Y glk —2n]EI(d)[n]
= a;[k: + 1] par définition )
+o00 +oo
alll= > hl(1—=1)=2n]EI(a)n]+ > gl(l—1) —2n]EI(d))n]

L’égalité (2.4) est bien obtenue

Corollaire 2.6. La reconstruction de ag peut aussi s’écrire:
+oo

> (hlk —njay[n] + gk — n]di[n])

n=—oo

(2.5) aolk] =

N = N =

> h[k = njax[n] + g[k — n]di[n])

n€lk—max(p4,q+),k—min(p—,q-)]

La figure 3 monte cette représentation moyenne.

a1 —>»{ h — ap

di—>{ g

FIGURE 3. Recomposition moyenne

Proof. En effet, on écrit:

1
ap = =Wt (ar,dy) + Wi, L o (ar,dr))

2 pair impair

Définition 2.7. On définit les transformations W= W1 et W !

moy’ pair impair

Wil . (al,dl) — a6

+o00 +0oo
ot aglk] = > hlk —2n]EP(a1)[n] + > glk — 2n]EP(dy)[n]

n—=—oo n—=—oo
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Wﬁl : (al,dl) — a()’

impair

+o0 too
ot aflk] = > hlk—2n—1]EI(a)[n]+ Y glk—2n—1]EI(d)[n]
Wn;;y . (al,dl) — CNZ()
1 & 1 =
ol aglk] = 3 Z hlk — n]ai[n] + 3 Z glk — n]di[n]

2.3. Propriétés. .

2.3.1. Linéarité. W, W1 W1 et W ! sont linéaires

moy’ pair impair
2.3.2. Reconstruction.
—1 _ 11 _
(26) Wpair(W(')) - Wimpair(W('>) = Idt
2.3.3. Inverse. Quelque soient les signaux ap et di:
(2.7) EP(W (Wi (a1,d1))) = EP(ay,d:)
(28) EI(W(Wi:nlpair(al’dl))) = El(a‘lvdl)

En effet EP(W(.)) et EI(W(.)) sont des bijections orthonormales (Mallat), fig-
ure 4.

>\2 >
} méme signal
a 1> o ——>N\2 >
W air_lﬁ W
d1—+ p ¢2 >
>

} méme signal
\lzz —>>

FIGURE 4. Bijection obtenue par sous-échantillonnage
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3. FRAME INVERSE A UNE ECHELLE

Pour un signal ag décomposé en a; et dy, les reconstructions par mer et Wlmlpmr
sont égales. Dans cette partie, a; et dq ne sont pas forcément I'image d’un signal ag
et il se peut qu’aucun signal ne se décompose en a; et dy. En effet, des opérations
non linéaires comme des seuillages pour le débruitage peuvent faire sortir les on-
delettes de ’espace image. On définit alors un cout que ’on cherchera a minimiser

pour obtenir une reconstruction optimale du signal.

3.1. Signaux de taille infinie. On commence 1’étude par le cas le plus simple ou
a1 et dyi sont connus entierement sur Z.

3.1.1. Probléme. On cherche a déterminer un signal initial dp qui minimise le cotit.

1 +oo 1 +oo R
(3.1) () = 3 > (cil[n]—a1[n])2+§ > (di[n] = da[n])?

ou (ay,dy) = W(ao)

3.1.2. Résultat. Le colt défini de cette maniére n’est rien d’autre que I’expression
de la projection orthogonale sur le plan des images. Le colt est facile a exprimer a
partir de 'optimum ag.

Lemme 3.1. Le cout peut étre exprimé de maniére simple:

(3.2) (ao) = & + [lao — aoll?
Avec
o (Wpazr(a17d1) + Wmnlpazr(ahdl))
apg = 9
1 X
o) = 5 S (0~ wlasln] + ol — s ]
22 _ || pazr(a17d1) Wznllpazr(a17d1)”2
‘ 1
2 LT (S0 bk = 20l (2n]) — hlk — 20—ty [2n 4 1 2
4 kz ( +3°0% _glk —2n]di[2n] — g[k — 2n — 1]d1[2n + 1] )
Proof.
+oo
62(&0) = % ; ((Cfl[n] —ai [n])Q —+ (dAl [n] — d1 [n])Q)
+oo
- n;oo ((BPG@) 0]~ BP(@)[n)? + (EP()n] - BPE)[)?)
= Z ((B1(@r ) — B fn)))? + (BI(d) 0] - EI(di[n))?)

1 A 1 oA
= §\|Ep(alad1) — EP(ay,d1)|* + §||E[(a17d1) — El(ay,dy)]|?
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Or les transformations EP(W(.)) et EI(W(.)) sont orthonormales, on les ap-
pliquent & W, 1 (ay,d1) —dp et W, L . (a1,d1) — dp donc

pair zmpazr
IWik a1, ) — ol = [|EP(W(Wyk, (a1, d1) — dy))||? par orthonormalité
||EP(W(WPMT(al,d1)) — EP(W (dp))||* par linéarité 2.3.1

= ||[EP(ay,dy) — EP(ay,d1)|? par inversion 2.7

(alv d]-) - d0||2

[EIW (Wi (a1, d1)) — EI(W (do))||*

impair

|EI(ay,dy) — EI(ay,dy)|? par 2.8

|| l?’llpﬂﬂﬂ"

Ce qui donne:

i) = 5l

pazr(al?dl) _a’AOHZ _H zmpazr(al?dl) _d0||2

o0

- 5 ((W];er(al’ dl)[k] - (10[ D (Wz:npazr(ah dl)[k] - do[k])2)
o) 2
- ¥ (cfowc] o 0, 0]+ W b . 1)) )

+ Z pair (@1, dV) k] = Wit g, (a1, i) [k])?
k——oo
Ceci n’est qu'une réécriture de la forme:
1
S b7+ (a—0) = (a-

On pose alors:

(Woair(ar, di) + Wit (a1, dv))

~ — palr Zmpazr
0 2
—1 2
&2 — || pair (a17 dl) - Wimpair (a17 dl)”
4
et le cout devient:
€(ag) = & + [lao — ao|?
Le lemme est montré O

Il vient immédiatement le théoreme pour calculer I'optimum:

Théoreme 3.2. Pour des signauz (a1,d;) de longueur infinie, la solution optimale

est le signal moyen entre les deux reconstructions Wp(m(ah dy) et Wzmpmr (a1,dq):
J 1
ap = ap = E(Wpair(alv dl) + Wzmpazr(ah dl))

_ 2
&2 =2 _ || pmr(a17 dl) B Wimlpair (al? dl) ||
4
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Proof. D’apres le lemme , I'erreur minimale est obtenue pour
o Wi (e, d) + W01, d))
0= o 5
62 = 62 = ”Wp_a%r (al’ dl) B Wi:nlpair (a‘la d1)|
o 4

Le théoreme est démontré. O

2
|

3.2. Signaux de taille finie et connue. Le probléme ici est que les coefficients
ay et di ne sont pas connus en dehors d'un intervalle [K_, K;]. Le coiit est alors
exprimé a partir des données connues.

3.2.1. Probléme. On cherche & déterminer un signal initial (do[n])nez qui minimise
le cotit:

K. Ky
33 )=y > G- all)+ Y (@l - dpl)
n=K_ n=K_

01\1 (dl,dl) = W(&O)
3.2.2. Décomposition du cotit. On exprime le colit d’une maniere plus simple:

Lemme 3.3. Pour des signauz (a1,dy) de longueur finie, de support compris entre
K_ et Ky, et les filtres h et g de support respectivement [p_,p4] et [g—,q+], on
peut écrire le coit €2(ag) sous la forme:

e(a) = Y My(m,Daglm+ Kilaoll + K] =2 Y aolm + Kylaolm + K]
(m,l)ecbi med
+ > M_(m,Daglm + K _Jagll + K_] =2 Y ao[m+ K_]ao[m + K_]
(m,l)ed? med_
+ Z(@o [n]? = 2ao[n)ao[n]) + n*
nel’
Avec

®_ = [min(p—,q-), max(p4, q+) — 1]
@4 = [min(p—,q-) + 1, max(ps, q4)]
I'=[K_ +max(ps,q+), K- 4+ min(p_, q-)]
ag = Wa, (a1, dy)

M_(n.p) = > (hlp — Hhln — K] + glp — Klgln — K)
k€[0,min(n,p)—min(p—,q—)]
My(n,p) = 5 3 (hlp — kJhln — k] + glp — Klgln — k)

ke [max(n,p) —max(p4.q+),0]

La figure 5 permet de mieux visualiser les intervalles de bord obtenus par a la
diffusion de la transformée.
La preuve est en annexe A



FIGURE 5. Diffusion de l'effet de bord

Lemme 3.4. Le minimum d’un codt du type:

€2(ao)[n] = ao[n)? — 2ag[n]ao[n]
est obtenu pour Go[n] = aog[n]
et vaut €2[n] = —ag[n)
De plus, €2[n] = (ao[n] — aog[n])? — ao[n)?

2

Le résultat se démontre par un calcul élémentaire
Lemme 3.5. Le minimum d’un cout matriciel du type:
e%(ag) =" agMag — 2apao
avec M, matrice symétrique positive, est obtenu pour ag = M 1@
et €2 = —t&OM_ldO

Proof. La dérivée matricielle est nulle au minimum. I1 suffit de la calculer. O

La nouvelle expression du coiit et les deux lemmes permettent de calculer I'optimum
et donnent directement le théoreéme suivant:

Théoreme 3.6. Les hypotheéses et notations du lemme 3.3 sont repris.
La solution optimale de ce probléme est obtenue de maniére différente sur trois
intervalles et est indifférente en dehors de ces intervalles:

i) SurT'_ = [K_ +min(p_,q_), K_ + max(p4,q+) — 1],0n obtient un probléme
matriciel stationnaire par rapport au bord inférieur, de dimension
d = max(p4+,q+) —min(p_ — g—) — 1 et dont le coit est

e*(a0) = Y M_(m,Dag[m+ K Jaoll+K_]—2 > aolm+ K_]aglm + K_]
(m,l)ed? med_
La solution, aux notations d’indice prés, est:
ap = M~"a

e2 = —tagM~tag
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ii) Sur ' = [K_ + max(py,q4 ), Ky + min(p_, q_)], le probléme est analogue au
probléeme en dimension infinie et le cott correspondant est

€0’(ag) = Z ao[n](ao[n] — 2ao[n])
nel’
La solution est stationnaire et vaut
&0 = (Nl()
& =—> aon?
nel’
i1i)Sur T'y = [K1 +min(p_,q-) + 1, Kt + max(p4, ¢+ )],on obtient un probléeme

matriciel stationnaire par rapport au bord supérieur de dimension

d = max(p+,q+) —min(p_ —q—) — 1 et de coit

er*(a0) = Y, My(m,Daolm+ Kylaoll+ K] =2 Y aolm+ Kylag[m + Ky
(m,Z)E‘Iﬁ med
La solution, aux notations d’indice pres, est:
ao = My 'ao
& = —tagM ag
iv) En dehors de ces intervalles, le signal n’a pas d’influence sur le coft.
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4. ONDELETTES MULTI-ECHELLE

Dans cette section, on s’intéresse a la décomposition en ondelettes dyadiques
multi-échelle, obtenue par récurrence. On rappelle les principaux résultats de
décomposition et de reconstruction.

4.1. Définition.

Définition 4.1. ag est un signal défini sur Z, h et g sont des filtres miroirs con-
jugués, g[1 —n| = (—1)"h[n]. Les signaux a; et d; sont obtenus par récurrence par
décomposition de a;_1

+o0o

(4.1) aj1[k] = Wai(a;)[k] = Y hjln — klaj[n]
“+oo

(4.2) dja[k] = Waj(ag)[kl = > gjln— klaj[n]

avec h; et g;, les filtres obtenus en ajoutant, 2/ — 1 zéros entre chaque échantillons
de h et g: h;[29n] = h[n] et g;[2/n] = g[n]

La figure 6 donne la représentation de cette transformation.

aj aj+1
el 2
. 1 5
soit —alﬁ

gj d'|:|:| ) dj+1

i

FIGURE 6. Décomposition par récurrence

4.2. Propriété.
Définition 4.2. On définit I'extraction a l'ordre j et au rang ¢ la transformation:
(4.3) E;;:u— v ouv[n] =uni+ j

On retrouve EP = Fy g et EI = Ey 3

Proposition 4.3. Toute translation temporelle §l du signal d’entrée entraine une
translation temporelle de longueur identique 0l sur les décompositions non sous-
échantillonnées.

o, _ _ a, = Tsi(ap) = ap. — 6l]
Si ap = Tsi(ao) = aol. — 6l] alors { Vi < pod, = Ty(dy) = dy. — 61]
Proof. La preuve est immédiate & partir de (4.1) et (4.2) O

La proposition suivante rappelle que les décompositions sur les bases d’ondelettes
sont des sous-échantillonnages de W
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Proposition 4.4. La décomposition de a; en ajy1 et djy1 par les filtres h; et
gj est égale aux 27 décompositions indépendantes des signauz sous-échantillonnés
FEsi i(aj) par les filtres g et h, pouri=0,...,27 —1.
“+oo
(44) By i(aj41) = Wao(Baii(a;)) = > hln—k|Ey i(a;)[n]
n=—oo
—+o0
(45)  Baildisn) = Wao(Bai(a)) = > gln — k]Ba i(a;)n]
n=—oo
La figure 7 illustre la correspondance entre la transformée en ondelettes et la
transformée en ondelettes dyadique.

E} "
0 h >f\2 > h [>f\2 > h > {2 >3
g9 >{\2 g—)xlzz—‘ g9 > V2 —>d;
> d,
> d;
a la méme réponse que
a ay V8 > a;
a 3y 2> W, S .
> Wo 1 a5 Y8 d
2 "
> %4 —> d,
) "
d V2 > d
F1GURE 7. Correspondance entre les transformées
Proof. Analyse de la décomposition:
+oo
aj 12k +i] = Wa,laj)nl= Y hjln—(27k+i)a;n]
n=—oo

+oo

= Y - K21+ ]
l=+—oooo

= Y hll—klag[271 + 1]

l=—0c0

+oo
- Z hll — k] Eas 4(a;)[l]

l=—0c0
+oo
dj+1[2jk + ’L] = Z g[l - k]EZj,i(aj)[l]

l=—0o0
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On obtient donc 27 décompositions a une échelle. Pour tout i € [0,27 — 1],

(4.6) Ey; i(aj1,dj11) = Wo(Ea i(aj))

4.3. Etude de la décomposition de 1; (réponse impulsionnelle).
4.3.1. Invariance par translation. D’apres la proposition 4.3:

Corollaire 4.5. Pour toutl € Z:

a;j(1r)[k] = a;(Lo)[k —]

(4.7) Vj € 0,pVk € Z, { d;(1))[k] = d;(10)[k — 1]

4.3.2. Etude du support de la décomposition en ondelettes de 1;. L’indice [ et des
filtres h et g (de support [p—,p+] et [g—, ¢+]) sont donnés.
Soit a;(1;) et d;(1;) les transformés en ondelettes sans sous-échantillonnage de 1;.

Lemme 4.6. a;(1;) a son support dans [l — (27 — 1)p4,l — (29 — 1)p_]
dj(1;) a son support dans [l — (2971 —1)p; — 207 1q; 1 — (2771 —1)p_ —2771¢q_]

Le phénomene de diffusion a travers les échelles est illustré figure 8.

17\ > € Haute résolution
77A N
4/ AN
& \\\ ) d
| 1 Echelle 1
> 4y,
)
| I < 2} Echelle 2

FIcure 8. Diffusion des coefficients de 1; & deux échelles

Proof. On procede par récurrence avec I’hypothese:
H;: a;(1;) a son support dans [l — (29 — 1)py,l — (27 — 1)p_]

H; est vrai: aq(1;) a son support dans [l — py,l — p_]

On suppose H;(1;), on veut démontrer Hjq.
Par définition a;1(1)[k] = >, oy hjln — kla;(11)[n]
Et h;(1;) a son support dans [27p_,27p, ]
L’hypothese est a;(1;) a son support dans [l — (29 — 1)py, 1 — (27 — 1)p_]
Le support de a;41(1;) est dans 'ensemble des k tels qu’il existe n tel que:
n—ke2p_2pletnecl+ (2 —1)p_, 1+ (2 —1)p_]

C’est a dire 'ensemble des k tels que

[k+27p_ k+2py ] (|l — (27 = Dpy, 1 = (27 = 1)p_] #0
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Soit encore ’ensemble
= (2 = )py, 1 — (T —1)py]

Le support de a;4+1(1;) est donc dans [l — (2771 — 1)p_, 1 — (271 — 1)p,]
La récurrence est démontrée.
Conclusion: a;(1;) a son support dans [l — (29 — 1)py, 1 — (27 — 1)p_]
On montre & partir du support de de a;(1;) que le support de d;+1(1;) est dans

(1= (2 = py —2qy,1— (2 = 1)p- —2q ]
O

4.4. Reconstruction inverse. Les signaux décomposés en ondelettes peuvent
étre recomposés par trois calculs différents

Théoreme 4.7. (Mallat) La reconstruction inverse est donnée par lalgorithme a

trous:

(48) ailn] = 5 3 (gl — Klag K + gyl — Klds )
keZ

Corollaire 4.8. La reconstruction inverse est aussi possible avec les signaux réduits
aux intervalles:

Q) = Umez[2m2’, (2m + 1)27]

Q) = Upez[(2m — 1)27,2m27|

Elle est donnée par:

(4.9) a;ln] = Y (hln —plajia[p] + g5ln — pld;a[p))
PEQY,

(4.10) = Y (hiln—plajalp] + gjln — pldjalp)
pEQy

Les intervalles Q' et " sont représentés figure 9 pour j = 3

> ap “impair”

> ap ‘pair”
(Sooaixxxxi OO0OXXXX i0000;XXXX ;0000;XXXX
. . T ; > ag, dg
. . : : : : :
|<—> <> <> <> Q'3

\4

A
Yy
A
\ 4
A
\ 4

.

FIGURE 9. Reconstruction a partir des sous-échantillons de a3 et d3
Pour un signal décomposé, ces reconstructions as” pair” et as”impair” sont égales.
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Proof. L’analyse de la décomposition (4.6) montre que I'on obtient 27 problemes
indépendants de décomposition a une échelle pour retrouver a; a partir de a;y; et

dji1:
Pour tout i,

Es; ,i(aj+1a djt1) = W(EQf,i(aj))

Le chapitre 1 donne deux solutions possibles pour retrouver Ey; ;(a;), par W L

ethmlpazr "
+oo
Eyi i(aj)[k] = Z hlk — 2n]Ey; ;(aj11)[2n]
+ Z — 277, EQJ l(dj+1)[2n]
aj[27k +i] = Z hil(k — 2n)27]a;,1[2n27 + i
(4.11) + > gl —2n)27)dj 41 2027 + ]
et
+oo
Eyi i(aj) k] = Z hlk —2n — 1]Ey; ;(a;+1)[2n + 1]
+ Z [k —2n — 1]Ey ;(dj41)[2n + 1]
a;[Zk+i = Y hi[(k—2n—1)2]a;1[(2n + 1)27 + 4]
“+oo
(4.12) + Y gtk —2n—1)2]d; 1 [(2n +1)27 4]

n—=——oo
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On obtient en posant m=k2 +i,i€[0,29 —1]:

a;m] = Z hil(k — 2n)27]a;1[2n27 + i
n=—oo
+ Z gil(k —2n)29]d; 1 [2n27 + ]
n=-—oo
= Y hyjlm—i—2n2]aj41[2n27 + ]
n=—oo
+ > gilm—i—2n27]d; (2027 + ]
n=-—oo
On peut ajouter des termes nuls venant des zeros de g; et h; :
“+o0
= ) < > hjlm —i - 2n27)a; 412027 + 4]
1€[0,29 —1] \n=—o00
+ > gilm—i—2n27]d; (2020 +i]>
On prend aussi p = 2n27 + i et Q) = Unez[2n27, (2n 4 1)27;
les intervalles[2n2?, (2n + 1)27] sont deux & deux disjoints, d’olt
ajlm] =Y hylm = plagalpl + Y g5lm — pldjiap)

pEQ] PEQY
De méme on obtient pour Q" = Uy,ez[(2n — 1)27,2n27|
= Y hilm—plajalpl + > gilm - pld;alp]
peQ peQy

On obtient le théoreme de Mallat 4.8 en prenant la moyenne de ces deux recon-
structions et en observant que Z = Q; U Q7 et ) = Q) N QY. O



5. FRAME INVERSE OPTIMALE PAR RECURRENCE SUR LES ECHELLES

5.1. Cas des signaux infinis. On veut connaitre I'optimum de maniére récursive
sur les échelles.

5.1.1. Définition du probleme de profondeur p. Le but est de retrouver ag a partir
des {d;},<p et a, définis de K_ a K en minimisant le cott

6D B =35 3 GH-bK 5 3 (ol - k)

5.1.2. Résultat pour les signauz de taille infinie.

Théoreme 5.1. Pour des signauz d’entrée (transformé en ondelette de profondeur
p) de longueur infinie, la solution de ce probléme est le signal obtenu par moyenne
des 2P reconstructions possibles obtenus par sous-échantillonnage. L’erreur obtenue
est la somme des erreurs obtenues par reconstruction.

La preuve est en annexe B
Proposition 5.2. On peut aussi définir la solution ag par récurrence:

(52) aln] = 5 3" (gl — Klag K] + gyl — Klds 1)
keEZ

C’est la reconstruction de l’algorithme a trous. L’initialisation est faite par a, = a,.
L’erreur obtenue est

(5.3)
p—1
e5(ao) :Z 2j1+1€]2-
=0
:pi:l ! Z Z < hilk —laja[l] = hilk —1 = 27]aj 1[I+ 27] )
A leUnmenlma (2miny2i[ N 99 [k = Ud;i1[p] — g;[k — 1 — 29)dj[1 + 27]

La preuve est en annexe B
5.2. Cas des signaux de taille finie.

5.2.1. Probléme. On souhaite reconstruire le signal d’entrée dont la décomposition
est la plus proche des données. Afin de pouvoir travailler sur les différentes échelles
et controler les valeurs obtenues, on souhaite une construction récursive de cet op-
timum sur chacune des échelles.

Pour cela, on définit le cotit total a I’échelle 0

P K K
(G4) i) = ZQ% K = i) + 55 S (k] — @[]
7j=1 k= K, k=K_

K, K,

65 Ga)= 3 5 S @ - Ak + o D (aplh] - k)
l=j+1 " k=K_ k=K_
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On a la récurrence immeédiate:

5.2.2.

K
Gl ) =55 3 (WK~ diIH) + )
k=K_

Expression du cotut. A chaque échelle j, on reconstruit le signal optimal &

cette échelle. Cela simplifie la résolution du probléme au niveau suivant j — 1.
En effet, si on connait 'optimum & [’échelle j, le coltt a cette échelle peut-étre
exprimé plus facilement.

Théoreme 5.3. L’erreur €2(a;) s’écrit par changement de variable:

J

Say) = 5 3 (aglm] - aylm])?
mel;
£ 3 (- a)lml(as — a)ln] My (m— K0~ K
m,nGF;
+3 (@ @)l — ag) )M (m Ky K
m,nEFJr

les intervalles I';, I'; et 1"j+ sont disjoints et jurtaposés.

Les deux matrices Mf et M sont symétriques et positives; elles ne dépendent
que des filtres g et h, de la profondeur totale p de la décomposition et de la
profondeur j ot nous sommes placés. On peut les calculer initialement.

a; est optimum obtenu a cette échelle j. Il est est stationnaire dans I'; et
son expression est donnée par la formule (5.8).

€ est le cout minimal du passage de ’échelle i + 1 a ’échelle i.

Toutes les variables et tous les signaux sont explicités au paragraphe 5.2.4.
La preuve est en annexe C.

5.2.3. Reconstruction optimale. Le probleme d’optimisation peut donc étre traité
indépendamment sur trois intervalles: deux problemes de bord et un probleme cen-

tral.

Au centre, sur I';, la solution est stationnaire, elle ne varie pas quand I'intervalle
[K_, K] augmente. Elle est donnée par l'algorithme de reconstruction & trous
(4.8), comme pour des signaux de taille infinie (déconvolution). C’est le signal
optimal stationnaire.

Sur chacun des intervalles de bord I'; et F;r, pour avoir une estimation du signal
a Déchelle j, on doit résoudre un systéme quadratique glissant (stationnaire par
rapport aux bords), dont les caractéristiques peuvent étre déterminées initialement
en connaissant les filtres g et h.
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5.2.4. Notations, expressions des intervalles, des problémes de bord et du signal
intermédiaire. Intervalles:
A D’échelle p, les 3 intervalles indépendants sont donnés par:

r,= [KﬂK*],F; = @,F; =0
A Déchelle J < p, les 3 intervalles indépendants sont donnés par:
T = [v7,7]]
Iy =l¢5.7 —1]

S +
Fj *[’Y] +1a¢j]a

avec pour bornes:
vy =Ko+ (27 = 29)py + 2P T max(qy, py)
+ p—1 _ 9j p—1 3
v =Ky +(2 27)p— + 277" min(q—,p-)
¢; =K_+ (2" =2))p_ + 27" ' min(¢_,p)
¢F = Ky + (2P = 2)py + 27" T max(qy, py)-
Une condition s'impose: v, < W;r, c’est a dire

Ky — K-> 27" (py —p-) + 2°(max(p+, ¢4) — min(p_,q-))

La figure 10 représentent les intervalles autour de K et 1’élargissement par
diffusion de fy;' quand j diminue.

rJ+1 |—+j+1
/ } ) aJ+1
K
| > d.
) 7 A
)
I
2 > a
I i J

FIGURE 10. Elargissement par diffusion du probleme de bord au-
tour de KT entre I’échelle j + 1 et j

Expression des matrices de bord:
Les systemes quadratiques au rang j sont donnés par récurrence a partir du rang
7 + 1. Soient les intervalles:

(b; = F;_K* = [(2p—1_2j)p7+2p max(q,,p,), (2p—1_2j)p++2p max(qu,er)—l}

of =T/ -K, =[(2""'=2)p_+2" max(q_,p_)+1, (2" —=2/)p, +2° max(qy, p1)]
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Alors la matrice M (n,p) du théoreme 5.3 est donnée par

_ 1
Mj (n,p) :2j71 Z gj[l_k]gj[p_k]
ke[0,+00]
1
o > h[l — klhj[p — k]
RE[(20=1=29)py+20—1 max(qs,p- )00
(5.7 £ S Mo (sl — mihslp — )
m n€<I>]

Et la matrice M ;“(n, p) du théoréme 5.3 est donnée par

1
M (np) == >, gl —Klgilp—H]
ke[—00,0]
1
o > hj[l — Kk]hj[p — k]
ke[—oo (2p~1—27)p_+2P~1 max(q—,p—)]

Y M mmhy [l —mlhylp — 0]

m neb;r

Expression du signal intermédiaire:
On défini le signal a; par

- 1
alp] = 5 Y. glp—HKdi[k]
ke[K_,K4]
1
+5 D hilp— Haj (k]
kEFj+1
+277 Z My (m = Ky k — Ky )hy[p — m]aj[k]
m, kel"
+2771 Z M (m— K_ k— K_)h;[p—mlaj[k]
m kel"J

Il est stationnaire sur I';.

Les lemmes 3.4 et 3.5 appliqués a ’expression du cout donné par le théoreme
5.3, permet de définir la solution optimale:

Théoreme 5.4. Le signal optimal est a; défini a partir de a; par l'expression

2%(M )~ta;  sur Iy
(58) dj = lej N sur Fzr
27 (M )~ ta;  sur I
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Le cout minimal correspondant est le cotut minimal de transition de ’échelle j+1
a l’échelle j. Son expression est

1
2 2
€ = § : 2j+1 dj+1[k]
ke[K_ K]

L
+ Z 9j+1 aj (k]
kEF]'
+ Y M (m— Ky k= K{)aj[mlaj[k]

m,kel”

+ Y My (m—K_ k—K_)aji1[mla; (k]
m,kEF;

1 S
- 55 3 il

led;

A partir de ce théoreme, on retrouve le théoreme 5.3. Le coiit total au rang j
s’écrit:

Aay) = 5 3 (aglm] - aslm])?
+ Z (a; — a;)[m](a; ELJ)[“]MJ_(m*K—»”*K—)
mnEF;
£ (- @)l — ag) )M (m - Ky - K)
m,nelﬁL

(5.9) +y &
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6. IMPLEMENTATION DES CALCULS SOUS MATLAB ET SIMULINK

Une bibliotheque Simulink a été crée pour observer la réponse de la recon-
struction inverse. Les sources Matlab seront prochainement disponibles a partir
le 'adresse|http://cas.ensmp.fr/ chaplais/| Les signaux d’entré sont donné
séquentiellement. La réponse en sortie est donnée par un vecteur sur 'espace v+
et de maniere séquentielle dans ~.

6.1. Reconstruction parfaite. Lorsqu’on observe la reconstruction d’un signal
décomposé, la reconstruction peut étre faite en temps réel. En effet, I’estimation
sur v et 4+ donne un coiit nul. Or le coiit est une forme bilinéaire définie positive
sur [K_, K] donc le signal obtenu est exactement le signal initial sur [K_, K].

Les figures 11 et 12 montrent ces différentes reconstructions pour une profondeur
d’échelle de 1 et de 3.


http://cas.ensmp.fr/~chaplais/

a 3 échelles
les ondelettes de Daubechies

struction

12. Décomposition et recon:

nt obtenues

FIGURE
a 3 moments nuls. Les

Ces figures so

par la décomposition avec

de gauche sont les estimés au bord et le plus a
struction stationnaire

signaux

nd a la recon

Spo

droite corre:
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6.2. Sensibilité au bruit. Si du bruit est ajouté aux transformées, et que celle-ci
sorte de 'image d’un signal, le signal estimé s’écarte d’autant plus de 'optimum
que l’on veut une réponse rapidement. Dans I'; le signal est optimum mais le retard
obtenu est de 'ordre de 2P x [, ou p est la profondeur totale de la décomposition et
[ la longueur du filtre h.

A A

I

| B —— —]

FIGURE 13. Reconstruction optimale avec du bruit a 3 échelles

Lorsque que l'on s’avance dans I't, on obtient un signal qui n’est estimé qu’a
partir des valeurs de la décomposition calculé au temps T, et la réponse estimé
s’éloigne de 'optimum stationnaire. L’avantage est d’avoir une réponse plus rapide.
Il faut trouver le meilleur compromis entre la fiabilité de I’estimation et le temps
d’attente.



Scope

FIGURE 14. Reconstructions estimées suivant le retard avec du

bruit & 3 échelles
Scopa

FIGURE 15. Zoom

Ici, un bruit d’amplitude moyenne de .05 a été ajouté aux transformées en
ondelettes. Les signaux estimés et le signal optimal ont été translatés pour
observer les différentes réponses. Les estimées les plus rapides donnent de mauvais
résultats, elles sont sensibles au bruit. Une étude des valeurs propres des matrices
de bord rend compte de cette sensibilité. Le bord a une longueur de 35 pas, les
estimés affichées sont prises avec des retards respectifs de 0,5, 10, 15,20 pas.
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FIGURE 16. Montage Simulink effectué pour le débruitage
Le signal est décomposé sur 6 échelles. Les coefficients sont seuillés suivant le
critére donné dans le livre de Mallat: T = o4/2log, N, théoréme (10.4).

6.3. Exemple d’utilisation, le débruitage.



Scopel
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FIGURE 17. Débruitage optimal
Scope

FIGURE 18. Débruitages estimés
Le débruitage est effectué sur les signaux exemples du livre de Mallat figure (10.5).
Les ondelettes utilisées sont les Daubechies & 2 moments nuls. La profondeur est
p = 6. La variance du bruit est estimée a 4. Le temps d’échantillonnage est .02.
La largeur de I'T est 189 .02 = 3.78s. Les signaux visibles sur la seconde figure
sont calculés apres 3.58s, 3.38s, 3.18s, 2.98s et 2.88s. On voit donc que pour
gagner 10 pour cents de temps, les approximations deviennent vite mauvaises.
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Scopel

Ficure 19. Débruitage optimal
Scopa

gl T T T T - |

FIGURE 20. Débruitages estimés avec zoom
Le débruitage est effectué sur le signal figure (10.4) du livre de Mallat. La
variance du bruit est estimée ici a 7. Les signaux visibles sur la seconde figure
sont calculés apres 3.54s, 3.28s, 2.98s, 2.58s, 2, 18.
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Nous souhaitons débruiter ici un signal correspondant a un systeme physique afin

d’observer ses replats, donc sa dérivée.
Scope

e

FI1GURE 21. Signal initial et débruitage optimal
Scopald

ol .h\ f’\—/ﬂfr ]

FIGURE 22. Débruitages estimés
o est estimé a 3, st = .004, p = 7, les ondelettes sont encore des Daubechies a 2
moment nuls. La largeur du bord est de 381 * st = 1.524s, donc ’estimé
stationnaire ne peut étre calculé qu’avec un retard de 1.524s . Les cinq signaux
estimés ont des retards respectifs de 1.464s,1.404s,1.324s,1.224s,1.124s
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Scopaz

FIGURE 23. Dérivée du débruitage optimal
Scopel

. —

——

FIGURE 24. Dérivées des signaux estimées
Nous voyons ici que pour du travail précis requis par la dérivé, seule ’estimation
stationnaire obtenue dans I' avec un retard de 1.524s convient. Ou bien les
estimés tres proches de I' avec des retard du méme ordre a 10 pour cents pres
peuvent convenir. En effet dans le cadre de systémes dynamiques proches de la
résonnance, un tel gain peut-étre fort utile.



7. CONCLUSION

Les résultats obtenus donnent un signal optimal calculé par récurrence sur les
échelles. Les expressions mathématiques montrent la récursivité en temps de maniere
évidente.

L’implémentation temps réel permet d’avoir une réponse du signal plus rapide
qu’avec la simple déconvolution qui demande un temps de réponse de 2P x[. Mais les
signaux obtenus ne sont pas égaux & 'optimum stationnaire. Aussi, plus le temps
de réponse est long, plus ces estimations tendent vers 'optimum stationnaire. On
peut voir, de manieére qualitative, que les gains de temps supérieur a 10 pour cents
entrainent des écarts qui deviennent bien visibles a I’ceil. Un juste équilibre peut
étre trouvé en fonction de l'utilisation voulue: réponse rapide ou réponse fiable.

Une étude plus poussée peut, a partir de ces résultats, donné de maniere quan-
titative les écarts entre les estimés et 'optimum stationnaire, en connaissant les
transformations non-linéaires appliquées aux différentes transformées (seuillage,
écrétage...).
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APPENDIX A. DEMONSTRATION DU LEMME 3.3

A.1l. On exprime le colit d’'une premiére maniére. On veut écrire:

—+o0 +oo

=" > (aoln]aolplu(n,p) + Boln]Bo[plv(n, p))

n=—00 p=—00

Avec pour définition de g et Gy

ag = Wi air(a1, dv)

impair
Et

ump)= Y WKWK
{k,2ke[K_,K,]}

1
v(n,p) = > W (1,)[2k + 1. (1,)[2k + 1]
{k,2k+1€[K_,K.]}

ou . est le produit scalaire de R?

Les signaux a; et d; sont donnés entre K_ et K. On les suppose nuls en
dehors de cet intervalle. On sait qu'il existe deux reconstructions possibles af =
ijllir(al, dy) et ay = Wi;n‘lpair(al, dy) définies sur Z, qui sont chacune exactes pour
une moitié des coefficients a; et dy:

EP(W(ag)) = EP(W(WPZ%T(al,dl))) = EP(a1,dy) (équation 2.7)
EI(W(ay)) = EI(W(Wi:nlpa”(al, dy))) = EI((a1,d1) (équation 2.8)

Pour simplifier les calculs, on ajoute les variables g et 5y définies par

A ! 1"
ap = ay + ag = ag + Po

Alors
K, 1 Ky
¢ = 5 S @kl - w45 Y (@il - b))
n=K_ n=K_

(d1[2K] — a1[2k])?
{k,2k€[K_ K]}

1
+= > (d@1[2k + 1] — a1 [2k + 1])2
{k,2k+1€[K_ K]}

% S (duf2k] - di[2K])?

{k,2ke[K_, K.}

1 .
+= E (d1[2k 4+ 1] — d1[2k 4+ 1])?
{k.2k+1€[K - K]}

N~ N
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qu’on note €2 = €’ 4 €’* avec

2= 1Y (@R - w2k

{k2k€[K_, K]}

+% > (dy[2k] — d1[2k])? et

{k,2ke[K_,K,]}

1
o= 2 > (@1[2k + 1] — a1 [2k +1])?
{k,2k+1€[K_ K]}

1 o
+3 E (d1[2k 4+ 1] — dq[2k + 1])?
{k,2k+1€[K_ K]}

On calcul a1 [2k] — a4 [2k]:

“+o0
@[2k] — a1 [2k] = Y hln — 2kdo[n] — ax[2k]
nflo:o
< Z hin — 2k](ag[n] + ao[n])> — a1[2K]
n;;ooo o
= < > hln—2k]ag[n] —a1[2k]> + Y hin—2klag[n]
“+oo
= (W(ap)[2K] — as[2k]) + > hln — 2k]ag[n]

= Z hn — 2k]ag[n] d’apres I'équation (2.7)

di[2k] — dy[2K] = S°12° _ g[n — 2k]ag[n] est vérifié de la méme manidre

. 2 .
En reportant ces expressions dans €, on obtient:

) 1 +00 2 +o0 2
¢ 5 Z ( Z h[n—Qk]aO[n]> +< Z g[n—2k}ao[n]>

{k,2k€[K_,K4]} n=—00 n=—oo
—+00 —+o00
1
=5 2 S 3" (hln— 2K]hlp — 2K]as[nlaclp] + gln — 2K]glp — 2k|ac[n]ao[p))
{k 2ke[K JK 4]} n=—o00 p=—00
= = Z Z aoln]ao[p > (h[n — 2k]h[p — 2k] + g[n — 2k]g[p — 2k])
n—*oop—foo {k72kE[K,7K+]}
= 1
= > Z ap[n]ao[p > W (1,)[2K]. W (1,,)[2K]
n=-—00 p=—00 {k 2ke€[K_ K]}

Z ZOZO njao[plu(n, p)

n=—00 p=—00
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oll . est le produit scalaire de R?

Des résultats identiques sont obtenus pour €2

“+ o0 400

¢ = % >3 BolnlBol] > (hln — 2k = 1]hlp — 2k — 1] + g[n — 2k — 1]g[p — 2k — 1))
n=—o0 p=—00 {k2k+1€[K_ K]}
oo +o00 1
= Y Y BolnlBolp) > W (1p)[2k +1].W(1,)[2k + 1]
n=—00 p=—00 {k2k+1€[K_,K,]}

+oo +oo
Z Z Bo[n]Bo[plv(n, p)

n=-—00 p=—00

On reprend l'expression de €2
2 2

62 — 6/ T 6//
—+oo +oo

> > (aonlaolplu(n, p) + BolnlBolplv(n. p))

n=—00 p=—00

On obtient la premiére expression voulue.

A.2. On souhaite simplifier encore I’expression de 2. On remplace main-
tenant ag et [y par:

a():&o—a'o

ﬂo =ag — (16/

+oo +oo
e = Y > (aomlagplu(n,p) + BolnlBolplo(n, p))
o 1o
(A1) = > D (uln,p)+v(n,p))iolnlao[p]
B +oop7 +oo
(A.2) - aolnl Y (u(n,p)aglp) + v(n, p)ag[p))
4o
(A-3) - aolpl D (u(n. p)ag[n] + v(n. p)ag(n])
p:-oo +oo -
(A4) + >, D (u(np)agnlaglp] + v(n, p)ag[nlagp])

n=-—00 p=—00



1

A2.1. On calcul le deuziéme et troisiémes termes (A.2) et (A.3).

+oo
> )bl + ol p)ag)
+o0o
= Y @l Y WKWK
p=—00 {k,2ke[K_,K4]}
+oo
@Y W+ W)k + 1)
p=—00 {k,2k+1€[K_ K]}
“+oo
=Y WY a1 KWL, (2]
{k,2ke[K_,K,]} p=—00
+oo
+ 3 %W( S aflplL,)(2k + 1.W (L) [2k + 1)
{k2k+1€[K_ K]} p=—00

- Z %(ahdl)[Qk].W(ln)[%]

{k,2k€[K_ K]}

1
+ > 5 (01, d1)[2k + 1.W (1) [2k + 1)
{k,2k+1€[K_,K.]}

= Y e d)E WK

ke[K_,K4]

Y (hln—Ka[k] + gln — kldi [k])
kE[K K]

N |

= ZLO [’ﬂ]

37

olt dg[n] est la reconstruction moyenne W,.! (a;,d;) donnée par I'équation (2.5),

moy
en supposant les signaux (ay,d;) nuls en dehors de [K_, K].

A.2.2. On calcul le dernier terme (A.4).

+oo +oo
> > uln.p)ag[nlag[p)
n=-—oo p=—00
“+oco +oo

= > Y Y W)W RHe )

n=—o00 p=—00 {k,2ke[K_ K]}

400 400
D LD SR ISR DTN
{k2ke[K_,K.]} p=—00 n=—o0

- > %(al[Qk]Q + dq[2K]%)

{k2ke[K_ K]}
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Et

400 “+ o0

> >~ w(n,p)ag[nlaglp]
n=-—oo p=—00

—+oo —+oo

DS ) %W(1p)[2k+1].W(1n)[2k+1]a6’[n]a6’ ]

n=—oo p=—o00 {k,2k+1€[K_,K]}

1 +oo +o0
= > SV > afpl1,) 2k +1.W( > agn]1,)[2k + 1]
{k,2k+1€[K_,K+]} p=—00 n=-—00
1
- Z 5(a1[21c+1]2 +dq[2k 4+ 1]%)

{k,2k+1€[K_ K]}

On peut alors simplifier le dernier terme (A.4) de €2

+ +o0
pro= 3T (u(n,p)agnlahlp] + v(n, p)ag[n]ag[p)

n=—o00 p=—00

=5 Y (@l k)

ke[K_,K4]
A.2.3. Calcul du premier terme (A.1).
M(n,p) = u(n,p)+v(np)
= LY WERWH
ke[K_,K4]

n et p jouent un role symétrique, on fait les calculs ici principalement en fonction
de n.

On étudie les supports de W(1,,).
On connait les supports de h et g: [p—,p+], [g—, g+] donc:
W(1,)[k] = (h[n—k], g[n—k]) a son support dans [n—max(p, ¢+ ),n—min(p_, q_)]
ce qui montre que

M) = 5 S WKW AE
ke[K_,K4]
- > W (1)K (1) 4
KEK— K4 N[n—max(py a4 )yn—min(p ,q_)]
= ; ) W (L,) (k)W (L[]

ke[K K )N [max(n,p) ~max(p4.¢+ );min(n,p) ~min(p_ g )]

A.2.4. Intervalle ot M (n,p) = 0. On cherche les n et les p pour lesquels M (n, p) =
0. 11 suffit d’avoir

[K_,K{]N[n—max(ps,q4),n —min(p_,q_)] =0
Cela s’écrit encore:

n> Ky +max(py,qy) oun < K_ 4+ min(p_,q_)
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Donc si n > K +max(py,qy) ousin < K_ +min(p_,q_), alors Vp, M(n,p) =0

On défini ainsi
¢ = [K* + min(p,, qf)’ K+ + maX(era q+)]
Le support de M (n,p) est dans &2
Et pour tout n € ®:

(A.5)
[K—, Ki] N [n — max(p+, g+ ),n — min(p—, ¢—)] = [max(K_, n — max(p,¢+)), min(Ky,n — min(p—, g-))]

A.2.5. Intervalle ot M (n,p) =d(n —p). .
Sin € [K— + max(p+7Q+)’ K"r min(p—yq—)] alors
[K—, K4] N [n — max(py, ¢4 ),n —min(p_, ¢-)] = [K_, K]

Donc pour tout p

M) = 5 S WKW AE

ke[K_, K]

D DL CRIGEMITD

kEZ

1 1
= 3 > W (1L,)[2k].W (1) [2K] + 5 > W (L,)[2k + 11.W (1,)[2k + 1]
kezZ keZ
Par orthogonalité des transformations en ondelette avec sous-échantillonnage

= 20 S L)

kEZ
= d(n—p)
On définit donc les intervalles disjoints o M(n,.) est non nul

I'_ =[K_+min(p_,q-), K_ + max(py, qs) — 1]

I'= [K* + max(p+, q+)> K+ min(p,, Q*)}
Iy = [Ky +min(p—, ¢-) + 1, K4 + max(p+, ¢+)]
o=T_ul'ul'y
Sin €T, pour tout p, M(n,p) = d(n — p). Il reste les deux intervalles I'_ et T

a étudier.
A.2.6. Valeur sur les espace ou M (n,p) n'est pas défini explicitement. On s’intéresse
a

. =[K_+min(p_,q-), K_ + max(py, q4) — 1]

Iy =[Ky +min(p—,¢-) + 1, K4 + max(p+, ¢+)]

On souhaite exprimer M indépendamment de Uintervalle [K_, K]. Pour sym-
boliser cette dépendance, on écrit Mix_ k. j(n,p).

La décomposition sans sous-échantillonnage est invariante par translation donc
W (1,)[K] = W (10)k — p].
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Si on rééerit Mix_ i, (n,p):

Y WKW (1)K

ke[K_,K4]

> W(1o)[k —plW(Lo)[k - n]

ke[K_,K4]

= > W (10)[k — p].W (10)[k — ]
ke[K K ]N[max(n,p) —max(p,q4 ) ,min(n,p) —min(p—,q-)]

on an € ® donc d’apres (A.5)

N =

Mik_ k,)(n,p) =

N = N =

-1 ) W (1) — p)-W (10) [k — n]

ke max(K — ,n—max(p,q+))min(K 4 ,n—min(p_q_))]

On s’intéresse an € I' _ et on souhaite exprimer Mk _ r,)(n,p) indépendamment
de K_ et K.
nel_
Donc n < K_ + max(p4,q+) — 1
Donc n — max(p4,q4+) < K- —1
Et n — min(p_,q-) < K_ — 1 —min(p_,¢_) + max(p, g+) Donc

max(K_,n — max(p.q:)) = K-

Dans ce cas
M egon) = 5 S WML
ke[K_ ,+o0]
-5 Y WEHWEK
ke[K_,n—min(p_,q_)]
— LS W)W W)k s Ky =0 - min(-,q.)
2
ke[K_,K4]
(A7) = Mx_ k,)(n,p)

On a supposé que pour tout n € I'_
Ky >n—min(p_,q-)
Donc il faut Ky > K_ — 1 — min(p_, ¢_) + max(p4, g+ ).
C’est a dire Ky — K_ > min(p_,q_) + max(p4,q4+) — 1.
Avec une étude plus précise (sur aq puis sur dj ), la condition est:

Ki—K_>pi+p-—1(=¢++q-—1)

C’est la condition nécessaire de non recouvrement de I'_ et I'}. qui est vérifiée par
hypothese.



On reprend le calcul

M[K,,K+](nvp) = M[K,,-I—OO] (nvp)
et d’apres ’équation (A.6)

Z W (1o)[k — p|.W (10)[k — 7]

ke[K_,n—min(p_,q_)]

) W(Lo)m+ K — W (1o)m + K_ —n]
mel0,n—min(p_q_)~K_]
= Mo toq)(n—K_,p—K_)
= M_(n—-K_,p—K_)

DN | =

DN | =

La méme écriture de l'intervalle de sommation peut étre faite avec p (par symétrie
entre p et n) donc 'intervalle de sommation est:

[K_,n —min(p_,q-)]N[K_,p—min(p_,q_)] = [K_,min(n,p) — min(p_, q_)]

Il vient donc pour tout (n,p) € I'2

(A.8)
> Mix_ k) (n.p)ao[nlao[p] = > M_(m,l)ao[m + K_]aoll + K_]
(n,p)erz (m,l)€[min(p—,q— ) max(p+,q+)—1]2
Avec
Monp) = 5 S WKWK
ke[0,4+00]
-5 X Wk AW k-
k€[0,min(n,p)—min(p_,q_)]
(A.9) - ; > (hlp — Hhln — K] + glp — Klgln — K)

ke[0,min(n,p) —min(p—,q-)]

On s’intéresse maintenant a n € I'; et de la méme maniere que précédemment,
sous I’hypothese K — K_ > py + p_ — 1, on obtient:

(AlO) M[K_,K+](nap) = M[foo,K+](n7p)
Et on a les deux équations

min(Ky,n —min(p_,q-)) = K4

max(K_,n — max(py,q+)) = n — max(ps, g+)
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M[K,,K+](n7p) = M[—OO,K+](nvp)
et avec I’équation (A.6)
1
= 35 Z W (1o)[k — p].W (10)[k — n]
k€[n—max(p—,q-),K+]
1
= ; 3 W (L0)m + K — p].W (Lo)[m + K+ 1]
mée[n—K;—max(p_,q—),0]
= M[foo,O](n_K-i-ap_K-ﬁ-)
= Mi(n—Ki,p—Ky)
Avec
1
Mi(n,p) = B Z W (1o)[k].W (10)[k]
k€[—00,0]
1
= 3 > W (10)[k — p).W (10) [k — n]
k€[max(n,p)—max(p_,q—),0]
1
(A.11) = 5 > (hlp = k]h[n — k] + g[p — K]g[n — k])

ke [max(n,p)—max(p— q-).0]

. 2
Il vient donc pour tout (n,p) € I'%

(A.12)
Z Mk _ k.)(n,p)ao[n]ao[p] = Z
(n,p)er?. (m,l)€[min(p—,q-)+1,max(p+,q+)]?

Enfin, pournel'yetpel_,

M (m, l)ao[m + K]ao[l + K]

My x(mp) = » 3 W(1o)[k — p]. W (10) [k — n]

k€[n—max(p—,q-),p—min(p+,q+)]

= M_o k,1(n,p) car n € I'y et d’apres I'équation (A.10)

d(n — p) cas de signaux infinis
= 0

Le premier terme peut donc s’écrire:
p 1%

M(n,p) = u(n,p)+v(n,p)
M (n—-K_,p—K_) surl?
o(n—p) sur I'?

Mi(n—Ki,p—Ki) surI?

M|_,+o)(n,p) car p € T'_ et d’apres I'équation (A.7)

0 sur les autres intervalles

A.3. Conclusion. On reprend le calcul du cotit, et on pose

®_ = [min(p_,q_),max(py,qr)— 1] =T_ — K_

@4 = [min(p_,q-) + 1, max(p4,q4)] =Ty — K4



On obtient une nouvelle écriture de €2

T
e = i Z (n,p)ag[n —QZao ,u2

n=—0o0 p=—00 n=—oo

En étudiant les indices de ag indépendants on réécrit

¢ = > My(mDaolm+ KJaoll + Ky] =2 Y aolm+ K Jao[m + K]
(m,1)ed2 med,
+ > M_(m,Daglm + K Jaoll + K] =2 Y aolm + K_Jao[m + K_]
(m,l)ed2 med_
+) (ao[n]? — 2ao[n]ao[n]) + p?
nel’

Les 3 problemes de minimisation sont indépendants car ils concernent des indices
de a¢ différents.

Sur I'" =[K_+min(p_,q ), K- +max(p;,qs) — 1]

e’ = Y M_(mDaglm+ K_Jaoll + K_] -2 Y ag[m+ K_]ag[m+ K_]
(m,))ed2 med_

Sur I' =[K_+ maX(P+=Q+) Ky min(p—, q-)]

602 = Z ao — 2&0[ ])
ney

Sur I'y =[K4 +min(p—,q-)+ 1, Kt + max(py,q4)]

er? = > My(m,Daolm + K Jaoll + K] —2 > aolm + Kylaglm + K]

(m,1)e®@3 med
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APPENDIX B. DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1 ET DE LA PROPOSITION 5.2

On veut procéder par récurrence: Les hypothéses au rang j sont:
On suppose que lerreur s’écrit de la forme:

egzzggdi[k]—&mbﬂé;( k) — [k +Z2z+1

Avec
ailn] = 5 3 (o — KK + gl — Kldsa [K)

keZ

B.1. Démonstration de la récurrence. L’hypothese est vérifiée pour j = p,
c’est I'expression du coiit (5.1)

On suppose 'hypothese vraie pour j et on cherche a la prouver pour j — 1.

& = S -k S - S
i=1 ~ kez kez =3
= 3 o SR - Ay + 2 i1+ 5 O (518 — k) + (514 — o [4])?)
=1 kEZ kEZ
j—1 1 )
- Zgz(dz[’“] +Z 21+1 27 i—1
i=1 keZ
G = YOk — K + @l - a,K)?)

kEZ
I€Z i€[0,2i-1-1]

= Z Z ( Eo14(dj)[I] = Bas1 ;(d;)[1])* + (Bas—1 4(a;)[I] — Emfl,z(flj)U])Q)

€[0,27-1-1] l€Z

= Z ej—1[i]?

i€[0,2i-1 1]

;12070 ] — dy 1270 )2 + (@120 4 i) — a1 + i])2)

On a vu que pour tout i € [0,27 — 1], Egj-1 ,4(ay, d]) = W(Esi-1,(aj—1)) 4.6. On
souhaite exprimer les €;_1[i]?> en fonction de a;_;
On reprend ce qu’il a 6t¢ fait dans la premiére partie: on pose Ag; = Eaj— 1i(aj-1)
(Al'uDlz) EQJ 1,i(aj7dj>
(Alw Dlz) E2j*1,i(aja dj)
(A1i, D1i) = W(Ag,)
e;—1[i]* = Z(Alz — A1))? 4 (D1 — Dy)?
ez
Le minimum est obtenu pour un signal

doilk] = 5 37 bk~ nlAviln] + gl — n] Dyl



Le minimum vaut:

&1l = %%(ZZ hlk—2n] Ay;—hlk—2n—1] Ay [2n+1]+[2n]+g[k—2n] Dy, [2n] —g[k—2n—1]D1;[2n+1])?

Et le coiit €;_1[i]? a une expression générale:
€j—1[i]2 = Ej—lm2 + 2”1401‘ — AOiHQ

On réécrit les expressions en fonction des données. On construit a;_; tel que
pour tout i € [0,2771 — 1]:

By i(dj—1)[k] = Agilk]
A2k = 5 S hlk— ] Auln] + glk — nlDul
nez

= % Z h[k — n]E2.7—17i(dj)[n] + g[]g _ n]E2j—1,i(gj)[n}
nez

— 5 S b2 = a2 i)+ gy (207 = w2
neL

On généralise en prenant m = 2971k +i

1 , A . -
dalm] = 53 hyalm— i a2 ] + gy alOm i - 2 )2
neE”Z
On somme pour i € [0,2/71 — 1]
seuls des termes nuls sont ajoutés
1 , ‘ , L
= 52 Y halm— i 2 )R i) gy fm— i — 2l 4
n€Zic0,20-1-1]
on pose k=2""tn +i
1 ) N
= 3 > hjoalm = k))a; k] + g;-1[m — k]d;[k]
keZ
= aj1[m]

On calcul le coiit minimal €;_1[i]?
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Avec ¢; défini par

By 4(6:)[m] = > (h[k — 2n]Ay;[2n] — h[k — 2n — 1]Ay;[2n + 1]
TZZ;QUC — 2n]Dy[2n] — glk — 2n — 1]Dy;[2n + 1))
= i;h[k — 2n]Ey;-1 4(a)[2n] — hlk — 2n — 1] Egi-1 (@ )[2n +1])
fggw — 2] By ;(d;)[2n] — glk — 2n — 1] By ;(d;)[2n + 1))
= i?hjlpj_l(k —2n)]a;[27n + i) — hj_1[277 (kb — 2n — 1)]@;[27n + 2771 + 1))
;ZZ(gjl[w‘l(k o)) [2n 4] — gy [2 N (k — 20— 1))d;[2n + 21 4 4])
nez

On généralise en prenant m = 291k +1

> (hjoalm —i—2n)a;[2n + i) — hy_a[m — i — 277 (20 + 1)]a;[20n + 277" +4))
neL
+ Z(gj—1[m —i—29n]d;[27n +i] — gj_1[m —i — 2771 (2n 4+ 1)]d;[27n + 277 +4])
nez
On somme pour 4 € [0,2771 — 1],
seuls des termes nuls sont ajoutés:
S (hjalm =i — 2Pna;[20n 4] — hj_afm — i — 2771 (2n 4 1)]a;[27n + 2771 4 ])
i€[0,29-1—1] n€L
+ > D (gialm—i—2n)d;[2n 4] — gja[m—i— 2720+ 1)]d;[2n + 2771 +])
1€[0,29~1 —1] n€Z
Changement de variable k = 27n + i et P = Unez[n2?, (2n 4+ 1)2771]
> (hyam = Kla[k] = hy—a[m — k — 27" a; [k +2771])
kePj
+ > (gj-a[m — Kld;[k] = gjr[m — k — 277" d; [k +2771))
keP;

Le cott de AOZ- est donc:

6j—1[i]2 = gj_l[i]Q‘FZHAOi—AQiHQ

= Y By (6 m))?

meZ

+2> " (Agi[m] — Ag;[m])?

meZ

= Y (B0 m))?

mEZ

+2 Z (Bai-1 j(@j-1)[m] — Eai-1 4(d;-1)[m])?

meZ



On obtient en réécrivant e]-,12:

-1t = ) (4K = di[k])? + (@[k] — a;(K])?)

= 2 Y B Gm)

1€[0,29 —1] m€eZ
20 Y By i(@-1)[m) — By (@-1)[m))?

i€[0,27 —1] m€EZ

e
+2 Xe:z(dj_l[m] —a;_1[m])?
= 2 Zejz(djfl[m} —aj_1[m])* +&_
Avec |
2 _ 1 ( ey (hj—alm = kJa; (k] — hj_s[m — k — 27 [k + 297
T 2 e\ ggealm = k(K] = gy [m — k= 277 dy [k 4277

On obtient alors le probleme au rang j — 1:

1 - 1 .
@ = Do D (dilk = dilk)? + ) oy & + oy
=1 k l=j
j—1 1 ) p—1 1
= S SR - dR)? + Y e
i=1 k l=j
2 . - 1
t55 (@j-1[n] = a;-1[n])" + 56371
=1 . 2
= §Z(dz[k] — d[k])? + gZ(d]—l[n] —aj-1[n])”
i=1 k n
p—1
1, 1.
+Z o1 T 5561
l=y
j—1 1 R
= > o 2_(dilk] = di[k])? + 51 > (aj-1[n] — @;-1[n))
i=1 k n
p—1 1
~2
+ Z oi+1 €l
1=j—1

La récurrence est démontrée

47
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B.2. Conclusion et résultat.

Le minimum est donc obtenu pour
B.3. Egalité entre la moyenne des 2P reconstructions directes et 1’algorithme

a trou. Cela découle directement de la linéarité de ’algorithme a trou a chaque
échelle.



APPENDIX C. DEMONSTRATION DU THEOREME 5.3

La démonstration est faite par récurrence.

49

C.1. Hypotheéses de récurrence. L’hypothese de récurrence est ’expression du

cotit €7 a Déchelle j par I'équation (5.9).

On connait aussi I’expression des matrices M et M j+ qui sont fonctions unique-

ment des filtres et indépendants des bornes K et K_.

On constate que si i # m[27] alors M;(Zjn—&—i, 2ip+m) =0 et M (27n+i,27p+
m) = 0. En effet ceci vient de 'expression de ces matrices dans ’équation (5.7) en
sachant que les filtres h; et g; sont obtenus en mettant 2/ — 1 zéros entre chaque

valeur de h et g

C.2. Echelle p. & la profondeur j = p on a simplement:

En, effet, I'; = [K_, K]

Iy = I‘j = () Et on prend a, = a,

C.3. Démonstration de j — 1 a partir de j.

C.3.1. Données. On suppose donc I’hypotheése vraie au rang j

1 R y 2

¢ = 3 3 (b= an)
+ Y (a;—ay)ml(a; —az)n)M; (m—K_,n— K_)
m,nGF;
+ Z (djfd])[m](d]f(zj)[n]M;'(m—K_Hn—K_,_)
m,nEI’j+
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On souhaite connaitre I'erreur €3, (rang j — 1), soit:
1 &
G = 5 > (WK - dik)’+&
1 &
Y (d;[k] - J[k])2
k=K_
1 . .
tor 3 (] — agfm])?
mel;
+ Y (a5 —ay)[ml(a; — a;)[n] My (m—K_,n— K_)
m,nGFj_
+ Z (a; —a;)[m](a; — dj)[n}MjJr(m —Kyn—Ky)
m,nEFj’
P
+y &
i=j

C.3.2. Liens entre les 2 échelles. On cherche a écrire 6?71 en fonction de a;_;
sachant que

+oo
alk] = Wa,1(a; )k = Y hjaln—kla;[n]

n=—oo

+oo
Waj1(a;-0)[k] = Y gj-1ln — kla;1[n]

n=—oo

S
<
=

I

On définit les ensembles:

Q| = Upez[2m2’7", (2m 4+ 1)27 7]

Q) | =Umez[(2m — 1)277" 2m27 7]

QU =2

QN0 =0

D’apres le corollaire (4.8), il existe deux reconstructions possibles de a;_; pour
les signaux de taille infinie:

a_iln] = > (hj1ln—plajlp] + g;-1[n — pld;[p))
PEQ)_,
aj_y[n] = > (hjaln—pla;[pl + g5-1[n — pld;[p)

pEQ_//_l
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Chacune de ces reconstructions ne prend en compte que la moitié des valeurs
des images. De plus, ce sous-échantillonnage permet d’avoir deux bijections:

7 . / ) ) . N 12
Wiy a4 — (aj,d;) restreint a Q"

2
7 — Q/jfl
"o " . s ON2
Wiy a4 — (aj,d;) restreint a Q"7
72
7 — Q i1

Leurs inverses respectifs sont:

-1
W/jfﬂ (aj,d;) — a;‘q

72
Vii— Z
n—1 "
W5, (aj,dj) — a;_1q
2
Q//j_1 -7

Ces reconstructions sont toujours possibles mais, comme les signaux a; et d; ne
proviennent pas forcement d’'un méme signal d’entrée, il est possible que

!/ "
aj_y 7 a5

C.3.3. Application au probleme. Dans notre étude, on construit a}_, et a}j_, avec
les signaux a@; et d;. On écrit le changement de variable:

o } o ]
aj—1 = aj_q +ojo1 = aj_q + fFi

Dans ces conditions:

sur 9’371:
(C.1) aj —a; = Waj-1(j-1)
dj —dj =Wa; 1(cj1)

Sur Q”?_lz
(C.2) a; —a; =W ,;—1(8i-1)

dj —dj = Waj-1(Bj-1)

1, m # n[27] donc avec I'hypothese

de récurrence, M; (n,m) =0 et M;‘(n,m) =0

De plus pour tout n € Q}_l et tout m € )
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On reprend le calcul de 'erreur qui se simplifie

>

Jj—1 DY

(1K) = dy )2 + o

ke[K_ KN

1
L

DY

(a;[m) — a;[m))” +

mnel; I"WQ;L 1

LD

T
m,n€l’} 09971

LD

n
m,nEFj 099’7 1

P

-2

+ E €7
i=j

(a; — aj)[m](a; —

En reprenant les expressions (C.1) et (C.2), puis en inversant les signes somme, on

arrive a:
1
Gao= > aj-1lllaj-1[pl 55 >
l,peZ ke[K— K4]nQ_,
1
+ Z 5;‘—1[”51’—1[1)]5 Z
1,pEZ kE[K_ K N,

gi-1(l = k)gj—1(p — k)

gji-1(l = k)gj—1(p — k)

£ agalllag by, Y i mlgalp -]

l,pEZ

+ Z Bj-1l]

l,pEZL

+ Z Oéj_lm

l,pEZL

+ > Biall]

l,pEZ

+ ) o]l
l

\PEZL

+ Z Bi—1[]

l,pEZ

p
Z 2
+ €;
i=j

mGF]‘ﬂQ;_l

5;‘—1[1)]% Z

mer;nQ

ZJ

m,n€l; OQ}

>

m,neF; N’

i

m,nel‘;rmﬂ/.

g

+ 2
m,nGFj ﬂQj 1

aj—1[p]
Bi-1[p]

aj—1[p]

Bi-1[p]

hj—1[l —mlhj—1[p —m]

hj_l[l - m]hj_l[p - n]M_(m - K_,’I”L - K_)

J

hj_1[l =m)hj_ilp—n]M; (m—K_,n—K_)

J

Byl = mlhy 1 [p — )M (m — Ky,n— K)

hj—all =mlhja[p —n]M; (m — Ky,n— Ky)



Ce qui se simplifie encore en
& = > ajalllaj1lplu(l,p)

L, pEZ

+ 3 By lB bl p)

l,pEZ

p

-2

+> 8
i=j

Avec
1
u(l,p) = B Z gi—1(L = k)gj-1(p— k)
ke[K_ KN,
1
+o5 > hiall=mlhjalp—m]
mel—‘jﬂQ;. 1
+ Z Mj_(m—K_,n—K_)hj_l[l—m]hj_l[p—n]
m,nEl";ﬂQ}fl
(C.3) + > Mf(m—Kyn—K)hj [l —mlhj 1[p—n]
m,nEF;rﬂQ;71
Et
1
o(l,p) = B Z gi—1(l = k)gj—1(p — k)
kE[K_ K4 INQ_,
1
Y > hjall = mlh_a[p - m]
meFjﬁQ;.’_l

+ > M;y(m—K_,n—K_ )hj_[l —mlhj_1[p—n]

m;nEl—‘;ﬂQ;LI
+ Z M (m — Ky,n— Ki)hja[l = mlhj_1[p —n]
m,nEF;rﬂQ;Ll

En substituant les variables o;_1 et 8;_; définies par
J— o . J— /
QAj—1 = qj—1 — Q5

~ "
53‘—1 =Qj—1 = Qj_q,

le colit prend une forme simplifiée:

(C.4) &1 = Y (ull,p) +v(l,p))a;1[la;1[p]
l,pEZ
(C.5) =23 " alpl > (ul,p)a_[1] +v(l,p)af_,[1])
pEL lez
(C.6) + Z (a5 [plas_ [u(l, p) + af_; [plafj_, [l]v(l, p))
l,pEZ

(C.7) + Z &u(l,p)

53
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C.3.4. Simplification de l’expression (C.5. ).
On souhaite a présent calculer

ua'(p) = u(l,p)aj_;l]
leZ
= 2% > gj—1[l — Klgj—1[p — Klaj_4 1]

1€Z, ke N[K_ K 4]
1
+os Z hj—1[l = klhj—1[p — klaj_,[1]
I€Z,kEVAT;
4 Z M;’(m—K.,.,k—K+)hj_1[l—k]hj—l[p_m]a;'—lm
zez,m,kewnrj
4 Z Mj_(m—K_,k’—K_)hj_l[l_k}hj—l[p_m}a;—l[l]
1€Z,m ke Nl

1
= 5 Z gj—l[p_k]zgj—l[l_k]a;—lm

keEQN[K_ K] leZ
1

+o5 Z hj—1[p—k]zhj—1[l—k}a;—ﬂl]

kEQ/NT, l€7.

+ Z Mj*(m—K+,k—K+)hj,1[p—m]Zhj71[l—k?}a}q[l]
m,k:EQ’ﬁFj leZ

+ Z Mj*(m—K,,k—K,)hj,l[p—m}zhjfl[l—k]@;;l[l]
m,keQ NI} i€z

= 2% > gialp— K[k

keQUN[K_ K]

tar S0 byl KlaylK

keQNT;

+ Y Mj(m— Ky k= Ky)hjoa[p — mla[k]
m,keQ/ Nl

+ Y My(m—K_k—K_)hj_1[p— m]a;[K]
m,keQ NI}

On obtient la méme chose pour va” pour avoir au final:



1
ua' +vad’(p) = — Z gj—1lp — kld;[k]
ke[K_ K]

1

+§ Z hj—1lp — kla; (K]

k?GFj

+ Z M (m — Ky, k— Ky )hj_1[p — m]a;[k]
m,kerj

+ Y My (m—K_k—K_)hj_i[p—m]a;[K]
nLkEF;

On définit alors un signal a;_1
aj—1lp) = 27" Y(ua’ +va")(p)
1
_ LS - Rl

ke[K_,K4]
1
t5 > hjalp — Klag[k]
ker;
+270 ST MF(m - Kok — K )hyalp — mas[#]
m,keT
42070 N M (m = Kk — K_)hj_1[p — m]a[k]
nukGF;
aj—y est nul en dehors de l'intervalle ®;_; = 1"]-:1 ul_1u I"jtl
car si p¢®;_q, pour tout m € ®;, hj_1[p—m] =0

C.3.5. On calcule maintenant (C.6).

falud’ +* a"va" =Y (@] _y[plaf [l p) + af_y[plaf_s [o(l.p)

On commence par

tolua  — Z a;;l[p]a;.fl[l]u(l,p)

l,pEZ

1 2
Y Y. &K

keQ'N[K_ K]
1 2
+5; Pl
keQ/Nr;
+ Y Mf(m— Ky k- Ky)a[mla;[k]
m,keQ’ij
+ Y My (m—K_ k- K_)a;[m]a,[k]
m,keQ/ Ny
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Ce qui donne au final en reprenant l’expression (C.6):

C.3.6. Calcul du terme matriciel v + u dans le terme (C.4). .

Par définition on a
T =[]
+ _ [~ +
Fj = ['Yj +17¢j]

Par ailleurs h;_; a pour support [2]‘—11,,_7 2j—1p+]
On définit les nouvelles bornes:

v = max(y; #2777 py, K- +277qy)
= 7 +27'py pour j<p
= K-+ =27 p + 27" max(gy,p+)

7;_1 = min(’yj+ +207p K, +2971q))
= Ky + @2t —27"Yp_ + 27 ' max(q_,p_)

¢, = min(g; +277p K +2/71q )
= K_ 4+ (@' —2Yp + 22 max(q_,p_)

o= min(ef +277p K +2771gy)

= Kp+ (27 =27 py + 27 max(gy,py)
Et les nouveaux ensembles:
Fj1= [7;—177;——1]
Iy = [¢;—1»’Yj_—1 —1]
F;‘tl = [7;_71 + 17@11}

On obtient une simplification de I'expression de u et v.

Sil e I';_1 alors les bords n’ont pas d’effet:
gi—1[l—m]=0si m¢[K_,Ky] et
hj_l[l - m] =0sim ¢Fz

Tout ce passe comme si les sommes étaient infinies:



u(l, p)

Il
2|
—
N
<
|
—_
—
—
|
o~
~
&
L
—~
hS]
|
=l
~
_|_
>
.
L
—
o~
|
=
~
>
.
L
—
]
|
=
~
~

= 5;6(-p)
De méme pour v

o(l,p) = 50~ p)

On obtient finalement si l ou p € I';_;

1
U(l,p) + U(lap) - 9j—1 6(1 7p)
Sitel;
gi—1[l—m]=0si m¢[K_,Ky] et
hj_l[l —m] =0si mgéFz ur;.
D’ou
1
u(l,p) = 5 > gi—1(l = k)gj—1(p — k)
ke[K_ ,Ki]nQ,
1
to; > hjall—mlhjalp—m]
mel;NQ._,
+ > M;(m—K_,n—K_ )hj_a[l —mlhj_1[p — n]
m,ne€l; N, _,
et
1
v(l,p) = B Z gi—1(l —k)gj—1(p — k)

ke[K_ Ki]nQY_;

+% Syl - mlhoilp - m]

mel; HQ;LI

+ Z Mj_(m—K_,n—K_)hj_l[l—m]hj_l[p—n].
m,nEF;ﬂQZLI

Pour observer la stationnarité, on décale les indices des matrices de K_. On
pose
Ull,m)=u(ll+K_,m+K_)
et
V(l,m)=v(l+K_,m+K_)

Alors U(l,m) et V(I,m) ne dépendent que des filtres h et g et des indices [ et
m.

Pour l et p e ®;_; avec
(D;—l = F;—l_K* = [(2p—1_2j—1)p7+2p—1 max(q,,p,), (2p—1_2j—1)p++2p—1 maX(quaer)_lL
on définit la matrice M;_(l,p) = U(l,p) + V(I,p). Alors
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M (l,p) = u(l+K_,p+K_)+v(i+K_,p+K-_)
D’apres la formule de w et v (C.3) et Q) , UQS | =7
1

= 5 Z gi—1(l—k+K_)gj—1(p—k+K_)

ke[K_ K]
1
+o; > hjall+ K- —mlhjap+ K- —m]
mel;
+ Z “(m—K_,n—K_)h;_1[l+ K_ —mlhj_1[p+ K_ —n]
mnGFJ

Comme g;j_1[l —k]=0si k> K, — K_ et
hi1[l—k]=0sik> *y;f — K_ ol *y;f est le bord droit de T';

1

M (p) = o > g al—k)giap—Fk)
ke[0,+00]
1
to; > hj-1[l =m]h;—1[p —m]
me[’Yf—K—HrOO]
+ > M hj-1[l =m]hj—1[p —n]
mnE@;

Sachant que 7; — K_ = (2P~ — 27~ Yp, + 2P max(q,, py)
C’est le probleme matriciel au bord gauche.

De la méme maniere, si l € F;_l alors seuls le centre I'; et le bord droit I‘;r de
la reconstruction a 1’échelle inférieure interviennent.

On travaille sur I'intervalle:
(I>j+—1 = F;L—1 - Ky
= [ =2 p_ + 27 Pmax(g-,p-) + 1,277 = 277 )py + 27 P max(gy, po )]

On définit alors la matrice au bord droit indépendamment de K

MF o (lp) = ul+Kyp+Ky)+ol+Kyp+Ky)
1
Y Z gi—1(l —k)gj—1(p — k)

k€[—00,0]

1

+o5 > hj—1[l =mlhj_1[p —m]
me[—oo“/f—fﬂ]

+ D M (m.n)hiall = mlhi[p - n]
mn€<I>'JJr

Sachant que 7;' — K, =2t —2")p_ +2°"tmin(q_,p_)
C’est le probleme matriciel au bord droit.

En dehors de ces trois intervalles, u + v est nul.



1 59

C.3.7. Conclusion. Si on réécrit le cott de I’équation (C.3), il vient:

Gy o= Y (il

ZGFJ'—I

+ > M (- K_,p— K_)aj_i[l)a;_i[p]
l,pel"jfil

+ Y ML (- Ky,p—Ky)aj1[lla;a[p)
l,peF;ZI

1 N -
_22],71 Z aj,l[l]aj,l[p]
ler;_,ury 1 uly_,
ey
P
DI
i=j
On termine en séparent le probleme sur chacun des intervalles, plus des termes
constants.

©8) = Y (GEall-25s Y aaliab)

IGF]‘—l leF]‘—l
+ Y, M, (-K_,p— K )a; 1[l)a; 1p]
l,pEF;71
1 R -
(C.9) 25,1 > aallla;lpl
ler;_,
+ > M (- Ky,p— Ky)aja[lla-ap]
Lpert_,
1 N .
(C.10) —25;1 > ajalla; - p]
lerf,
p
(C.11) & +> &
=

p
= 6?71(1—‘]11) + 6?71(13‘71) + 6?71(1—‘;1) + 5571 + 2512
=

C.3.8. Au centre. Sur I';_;, équation (C.8)
1

63_1(Fj—1)=2j—,1 > aiall)(a;all] = 2a; 4 [1))
lEF_j—l
o O (@l — )
lEFJ‘—l
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L’optimum est pour:

Galbl=y Y ol KK

ke[K_ K]

+5 3 hyalp— KaylK

keT,

C.3.9. A gauche: équation (C.9). SurI';_, =K_+®;_ 4,

e? Z M (I,m)aj—1[l + K_]aj—1[m + K_]
lmEtbjf
1 R -
253 > agalllag )
led;

Comme on se restreint a 'espace I';_; pour les signaux et ®,_; pour la matrice.
Le probleme est de la forme:

1
2 _taAs ot ~
€ ='aAa —2 (Qj_la)a
1
bAoA\ A(A 5t PN
="(a—a)A(a —a) (2j_1a)a
Avec: )
a=M" 1(23 ca)
On obtient donc 'optimum de notre probleme pour:
. 1 - -
aj—1 =g (Mj_)” ‘a1
a un décalage d’indice de K_ pres Et 'erreur devient
Fa( = Y M (m) (a1 —ag )+ K (a1 —a 1) [m+ K|
l mE<I>J7
1

~ 51 > il + K Jajafl+ K_]
led;_,

C.3.10. A droite: équation (C.10). Sur Fj;l =K, + ‘I)jll

ey ( = > M (m)a; [l + K Jaj_afm+ K_]
Zmecbjg
1 . -
—251 > aafllag )
le®;,
> M m) (g1 — a1+ K- J(a-1 — aj-1)[m+ K_]
l,m.€'<I>]l1
1

> ajall+ K Ja;afl+ K-
led)

- 51



Avec pour définition de I'optimum:
1

o —1~
aj—1 =2j—_1(Mj+_1) aj—1

C.3.11. Le reste: équation (C.11).

S M (m— Kok — K agimla (4
7n,k:€l"j+

+ D My (= Kok K ag[m]a;[K]
m,kel";

C.3.12. Fin de la récurrence. On obtient bien la récurrence au rang j — 1 en ayant
exprimé a;_;. Et si on prend ®;_1 =I';_; UT';_1 U Fj_l, alors le cott minimal de
passage de j a j — 1 s’écrit

1 . _ 2
S = g 2. (agalm] = aafm)
mel'; 1
Y (e — )l (g1 — )M (- K0~ K)
m,nEl"]ll
+ Z (G5 aj_1)[m](aj_1—dj_l)[n]M;_l(m Kin—Ky)
m,nEl";rl
p
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C.4. Récapitulatif. On définit les intervalles
T = [y,
Iy =[¢;,v —1]
Uy =[N +1,¢]]
®; = [¢], 0]
Oy =T;—K_=[(2""'=2")p_+2"" ' max(q—,p-), (2" ' =27 )p+27" ! max(q, p+)—1]
O+ T —K, = [(2"7'=2))p_+2"" " max(q_,p_)+1, (2" ' =27 )py +27~ " max(qy, p )]
dont les bornes sont
vy =K+ (2P = 2)py + 2P  max(qy, py)
=K, + (271 —27)p_ + 2P " max(q_,p_)
¢; = K- + (2P~ —20)p_ + 2P max(q_,p_)
¢ =Ky + (2071 =2 )py + 2071 maX(Q+,p+)-

On définit alors par récurrence sur la profondeur j les matrices au bord gauche:

_ 1
Mj—l(lvp) = 9 Z gi—1(l —k)gj—1(p — k)
ke[0,400]
1
+2—7 Z hj_l[l—m]hj_l[p—m]

me((2P=1~29=1)p +27=1 max(g1 ,p+),+o0]
+ > M (m,n)hja[l — mlh;_1[p — n],
m,nG‘I);

et on définit par récurrence sur la profondeur j les matrices au bord doit:

1
Miap) = 5 >, g-l=kgiap—k)
k€[—00,0]
1
to5 > hj—1[l = m]h;_1[p —m]

me[—o0,(2p~1 =29 ~1)p_ +2v~1 max(q— ,p-)]

+ > M (m,n)hj[l — mlhj_a[p — 7.

’rn,nelﬁj+

Ensuite, le cycle commence. On calcule par récurrence le signal a;:

a;lp] = % > gilp— Kldj (K]

ke[K_ K]
1
t3 Y hylp—Hagualk
kel j4+1
+2/7 Z M (m — Ky k— Ky )hjlp —mlaj (k]
m kGF

270y JHm—K,,k—K,)hj[p—m]ajH[k]
771]@61—‘7



Puis le signal d; sur I';

aj :&J
Sur I';
g 1 1
a; 7§(Mj ) 'a
Sur Fj
. 1 1~
aj :2_](M]+) 'a,
Enfin, on calcule 'erreur pour le passage de 1’échelle j + 1 a j
1
2 2
%= Z 2j+1dj+1[k]
ke[K_,K4]
1
+ Z ﬁaiﬂ[k‘}
ker;
£ MLm= Kk = K g fmlag o
m,kGF;r
+ > M (m—K k=K )ajii[mlaj[k]
m,k:GF;
1 L~
— 55 > ;[
led;
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