
Estimation d'�etat et de param�etres cin�etiques pour uneclasse de bior�eacteursDenis GUILLAUME, Pierre ROUCHONCentre Automatique et Syst�emes�Ecole des Mines de Paris,60,boulevard Saint-Michel,75272 Paris Cedex, FRANCEE-mail: guillaume@cas.ensmp.frMots clefs : bior�eacteur, identi�cation non lin�eaire,observateur non lin�eaire, injection de sortie.R�esum�eLe bior�eacteur [3] ob�eissant �a une loi de Monod etd'�equations _s = D(s0 � s) � (��s=(k + s))x, _x = (��s=(k +s) � D)x, d'�etat (x; s) (s le substrat, x la biomasse), deparam�etres de Monod (��; k) inconnus, ( _�� = _k = 0), desortie mesur�ee y = s, soumis aux perturbations mesur�eesw(t) = (D(t); s0(t)), est �equivalent, via un changementglobal de coordonn�ees sur l'�etat �etendu (s; x; ��; k) �a unsyst�eme d'ordre 4 de la forme _X = A(y; w)X+b(y; w) avecune �equation de sortie de la forme C(y; w)X = d(y; w).Ainsi, les estimations de l'�etat x et des param�etres (��; k)peuvent être conduites simultan�ement grâce �a des tech-niques lin�eaires classiques de moindres carr�es r�ecursifs. Dessimulations illustrent l'int�erêt de l'observateur non lin�eaireainsi obtenu.1 IntroductionL'observation et l'identi�cation des syst�emes non-lin�eaires est un probl�eme majeur qui n'a pas encore trouv�ede solutions g�en�erales. La derni�ere d�ecennie a �et�e tr�esfructueuse avec en particulier l'introduction des techniquesde construction d'observateur par lin�earisation et injec-tion de sortie [11, 13], les techniques grands gains [6, 5],les observateurs par modes glissants [14]. Plus r�ecemmentdes travaux ont �et�e e�ectu�es sur la bilin�earisation par in-jection de sortie [8] et sur les classes de syst�emes a�nesen l'�etat non mesur�e [2]. L'identi�cation des param�etresd'un syst�eme nonlin�eaire pr�esente d'importantes simili-tudes avec le probl�eme de l'observation : un param�etrepeut être consid�er�e comme un �etat dont la dynamique estnulle.Le but de cette note est de montrer, sur une classede bior�eacteurs ob�eissant �a la loi de Monod, l'int�erêtde la question plus abstraite suivante et g�en�eralisant la

lin�earisation par injection de sortie (voir aussi [8, 2]) : lacaract�erisation des syst�emes _x = f(x; u; w), y = h(x; u; w)�equivalent, via un changement sur l'�etat, �a un syst�eme dela forme _X = A(y; w)X+b(y; w) et o�u l'�equation de sortieadmet la forme plus g�en�erale suivanteC(y; w)X = d(y; w).L'int�erêt d'une telle forme canonique repose sur le fait quedes moindres carr�es r�ecursifs sont alors possibles pour es-timer X et donc x.La dynamique des syst�emes biologiques et chim-iques comporte souvent des cin�etiques fortement non-lin�eaires. Ces nonlin�earit�es concernent tant l'�etat que laparam�etrisation. Nous pr�esentons ici des techniques deconstruction d'observateur et d'identi�cation pour uneclasse de bior�eacteurs �etudi�es dans [10]. Cette classe debior�eacteurs pr�esente un int�eret tant au niveau de l'ob-servation | on ne mesure souvent que le substrat s et oncherche �a estimer la biomasse x|, qu'au niveau de l'iden-ti�cation | estimation des param�etres de la loi de Monod|.Dans la section 2, nous pr�esentons cette classe debior�eacteurs. La section 3 aborde l'estimation de labiomasse x lorsque les param�etres de Monod (��; k) sontconnus. L'identi�cation des param�etres (��; k) �a partir de lamesure de l'�etat complet (x; s) fait l'objet de la section 4.Le probl�eme simultan�e de l'observation de la biomasse xet de l'identi�cation des param�etres (��; k) �a partir de lamesure du substrat est trait�e dans la section 5. En�n, dansla section 6, des simulations viennent illustrer la conver-gence des algorithmes d'estimations .2 Le mod�ele de bior�eacteurConsid�erons la classe de bior�eacteurs qui a fait l'ob-jet d'une �etude dans [10], d�ecrite par les �equationsdi��erentielles suivantes :_s = D(s0 � s)� �(s)x (1)_x = (�(s) �D)x (2)y = s (3)1



�(s) = ��sk + s (4)Il s'agit d'un proc�ed�e de fermentation continu limit�e parun seul substrat, o�u x et s sont respectivement les con-centrations de la biomasse et du substrat. D est le tauxde dilution, s0 est la concentration d'entr�ee en substrat et�(s) le taux de croissance cellulaire.3 Observation de xL'estimation de la biomasse x �a partir du substrat s etlorsque les param�etres k et �� sont connus, trouve plusieurssolutions dans la litt�erature. Les techniques de grandsgains [10], de lin�earisation par injection de sortie [9] sontapplicables a cette classe de r�eacteurs. Deux observateurstr�es simples peuvent être mis en oeuvre comme dans [7], lepremier utilisant la passivit�e du syst�eme et la notion d'in-variant chimique, le second est un observateur exponentielr�eduit par injection de sortie.On remarquera cependant que l'observateur par pas-sivit�e d�e�ni par _̂z = D(s0 � ẑ) (5)ẑ = x̂+ s (6)ne d�epend pas de la cin�etique du syst�eme. Quant �a l'ob-servateur r�eduit de type Luenberger d�e�ni par :ẑ = x̂+ ls (7)_̂z = (�(s)(1 � l) �D)ẑ+lD(s0 � s) (8)�ls(�(s)(1 � l) �D)il converge trivialement pour l � 1 mais n�ecessite la con-naissance de la loi �(s).4 Identi�cation de k et ��Nous cherchons maintenant �a identi�er les param�etrescin�etiques, l'�etat complet (s; x) �etant suppos�e connu. Nousavons donc deux param�etres �a estimer, k et �� (param�etresde la loi de Monod), qui apparaissent non lin�eairementdans les �equations d'�etat. Nous allons ici pr�esenter unem�ethode inspir�ee de [4].Reprenons l'�equation de la dynamique du substrat :_s = D(s0 � s) � ��sk + sx (9)En multipliant de part et d'autre par k + s :(k + s) _s = D(k + s)(s0 � s) � ��sx (10)Nous obtenons alors l'�equation :k( _s �D(s0 � s)) + ��sx = sD(s0 � s) � s _s (11)

qui d�epend maintenant lin�eairement des param�etres.Filtrons l'�equation par un premier ordre. Cela revient �amultiplier l'�equation par le noyau�(�; t) = e�(��t) (12)avec � positif, et �a int�egrer une fois pour � 2]�1; t].Apr�es �ltrage, nous obtenons une �equation lin�eaire parrapport �a k et �� :k(s� �w1(t)) + �� �w2(t) = �y(t) � 12s2 (13)o�u : _�w1 = �� �w1 � �s �D(s0 � s) (14)_�w2 = �� �w2 + sx (15)_�y = ���y + sD(s0 � s) + �2 s2 (16)Nous pouvons alors appliquer les techniques clas-siques. On pourra se r�ef�erer �a [15], pour l'estimation deparam�etres par la m�ethode des moindres carr�es r�ecursifsavec oubli exponentiel, et diverses variantes de l'algo-rithme.Nous �evoquerons ici la version simpli��ee suivante o�unous noterons W = ( �w1; �w2) et p = (k; ��)0_̂p = ��W 0(Wp � y) (17)avec � > 0. Notons ~p = p � p̂ l'erreur d'estimation desparam�etres. Sachant que nous avons _p = 0, la dynamiquede l'erreur s'�ecrit : _~p = ��W 0W ~p (18)L'algorithme pr�ec�edent converge exponentiellement si etseulement si il existe T > 0 et � > 0 tel que pour tout t,Z t+Tt W 0Wd� � �Id (19)Cette version ne pr�esente pas les inconv�enients d'explosiondes gains lorsque les signaux mesur�es ne sont plus assezexcitants.5 Estimation simultan�ee de x, ket ��Nous �etudions maintenant le cas o�u seule la concentra-tion du substrat est mesur�ee et o�u la concentration enbiomasse et les param�etres de la cin�etique sont �a estimer.Dans 5.1, nous pr�esentons une m�ethode simple qui com-bine les r�esultats des deux sections pr�ec�edentes. Dans lasection 5.2, la distinction entre �etat et param�etres dis-parâ�t : nous montrons comment par des changements devariables biens choisis, on se ram�ene au lin�eaire.2



5.1 Estimation en cascadeL'observateur r�eduit (5) est ind�ependant des param�etreset donc fournit une estimation de x qui peut être directe-ment utilis�ee dans la m�ethode d'identi�cation de la section4. Cette solution particuli�erement simple utilise pleine-ment la structure particuli�ere de la classe de bior�eacteurs.5.2 Transformation globale en syst�emea�neNous �etablissons ici un r�esultat de mise sous formea�ne. Notons que la forme a�ne obtenue ici constitueune extension des formes a�nes consid�er�ees dans [8] et [2]car la loi de sortie admet une forme plus g�en�erale. L'ob-servateur correspondant est pr�esent�e avec un crit�ere deconvergence.Notons : Z = (s; x; ��; k), w = (D; s0), h(Z;w) = s etf(Z;w) = 0BB@ D(s0 � s) � �(s)x(�(s) �D)x00 1CCA (20)Le bior�eacteur admet donc la forme 21 :_Z = f(Z;w) (21)y = h(Z;w)Soit le di��eomorphisme global de IR+� � IR+� dansIR : (u; v) ! (u; g(u; v) = u log(v=�) + v) o�u � est uneconstante arbitraire. Nous noterons de mani�ere abusiveg�1(u;w) l'application qui �a u 2 IR+� et w 2 IR �x�esassocie l'unique v 2 IR+� tel que g(u; v) = w.Introduisons les ensembles I et J d�e�nis par : I =fZ = (Z1; Z2; Z3; Z4); Z1 > 0; Z2 � 0; Z3 > 0; Z4 > 0get J = fX = (X1; X2; X3; X4); X1 2 IR;X3 2 IR+�; X4 2IR+�; X2 � X3g�1(X4; X1)gProposition 1 Le syst�eme (21) correspondant �a la classede bior�eacteurs peut se mettre sous une forme a�ne enl'�etat non mesur�e :_X = A(y; w)X + b(y; w) (22)y = C(y)X (23)par le di��eomorphisme d'�etat global � de I dans J : Z =0BB@ sx��k 1CCA ! X = �(Z) = 0BBB@ k log� ssmax�+ s��(x+ s)��k 1CCCA (smaxest une constante positive arbitraire) , o�u A, b et C sontdonn�ees par les formules suivantes :y = s (24)A(y; w) = 0BB@ a1(y; w) �1 s 00 �D Ds0 00 0 0 00 0 0 0 1CCA (25)

b(y; w) = 0BB@ a2(y; w)000 1CCA (26)C(y) = 0BBB@ 100� log� ssmax � 1CCCA (27)a1(y; w) = D(s0 � s)log� ssmin� s (28)a2(y; w) = � D(s0 � s)log� ssmin � +D(s0 � s) (29). Preuve : Il su�t de d�erouler les calculs.Nous pouvons alors construire l'estimateur suivant in-spir�e des techniques moindres carr�es [6] :_̂X = A(y; w)x̂ + b(y; w) (30)�P�1C0(y)(C(y)X̂ � y)_P = ��P �A0(y; w)P � PA(y; w)+C0(y)C(y) (31)Un tel observateur converge tant que P � �Id avec� > 0 (crit�ere de persistence). La preuve est imm�ediateavec l'introduction de la fonction de Lyapounov V ( ~X) =~X0P ~X.Plus g�en�eralement nous avons :Proposition 2 Soit un syst�eme nonlin�eaire (21)�equivalent par di��eomorphisme global �a un syst�eme a�neen l'�etat non mesur�e :_X = A(y; w)X + b(y; w) (32)d(y; w) = C(y; w)X (33)alors l'observateur de la forme :_̂X = A(y; w)X̂ + b(y; w) (34)�P�1C0(y; w)(C(y; w)X̂ � d(y; w))_P = ��P � A0(y; w)P � PA(y; w)+C0(y; w)C(y; w) (35)est convergent si les signaux y et w sont persistents, c'est-�a-dire tels que P � �Id avec � > 0 .Preuve : la d�emonstration de la convergence , reposeaussi sur l'introduction de la fonction de Lyapounov :V ( ~X) = ~X0P ~X, avec ~X = X � X̂ . D'autres crit�eres deconvergence peuvent être d�eduits de [1, 12].3



6 SimulationsLes simulations pr�esent�ees correspondent �a l'�evolutionde l'observateur avec une concentration en substrat enentr�ee constante s0 et un d�ebit constant D.Nous reprenons les donn�ees num�eriques de l'article [10] :�� = 1:25h�1k = 0:27gL�1s0 = 5gL�1D = 1h�1Les �gures 1, 2 et 3 illustrent la synth�ese de l'observa-teur par transformation en syst�eme a�ne. Les �gures 1et 2 repr�esentent les param�etres et leurs estimations. La�gure 3 repr�esente l'estimation de la concentration de labiomasse.Pour les simulations nous avons pris � = 10.Nous constatons que malgr�e les erreurs importantes deconditions initiales, l'observateur par transformation a�neconverge avec un taux de convergence plus grand que ladynamique du syst�eme (environ 4h ). Nous constatons quela convergence des estimations est tr�es satisfaisante pourle param�etre �� et la concentration en biomasse x, mais quel'estimation pour le param�etre k �echappe temporairement�a la contrainte physique k � 0.Cette derni�ere constatation soul�eve le probl�eme de laconstruction d'observateur dont les estim�ees satisfassentles contraintes physiques du syst�eme.
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