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Avant propos

Les mécanismes de régulation et d’adaptation sont largement répandus dans la nature.
Derriere ces deux mécanismes se retrouvent souvent en filigrane la commandabilité, 1'ob-
servabilité et 'optimalité. Ces mécanismes sont présents déja chez les organismes vivants
afin d’assurer le maintien de certaines variables essentielles comme le taux de sucre, la
température, ...En ingénierie également les mécanismes d’asservissement et de recalage
ont une longue histoire. Au temps des romains les niveaux d’eau dans les aqueducs étaient
pilotés par un systeme complexe de vannes.

Les développements modernes ont débuté au 17eme siecle avec les travaux du savant
hollandais Huyghens sur les horloges a pendules. Il était alors tres important pour la
marine de Louis XIV d’embarquer sur les bateaux des horloges les plus précises possible. La
mesure du temps intervenait de facon cruciale dans les calculs de longitude. Huyghens s’est
ainsi intéressé a la régulation en vitesse des horloges. Les idées élaborées par Huyghens
et bien d’autres comme le savant anglais Robert Hooke furent utilisées dans la régulation
en vitesse des moulins & vent. Une idée centrale fut alors d’utiliser un systeme mécanique
a boules tournant autour d'un axe et dont la rotation était directement proportionnelle
a celle du moulin. Plus les boules tournent vite et plus elles s’éloignent de l'axe. Elles
actionnent alors par un systeme de renvois ingénieux les ailes du moulin de fagon a réduire
le couple du au vent. En langage moderne, il s’agit d’un régulateur proportionnel.

La révolution industrielle vit ’adaptation par James Watt du régulateur a boules pour
les machines a vapeur. Plus les boules tournent vite, plus elles ouvrent une soupape qui
laisse s’échapper la vapeur. La pression de la chaudiere baissant, la vitesse diminue. Le
probleme était alors de maintenir la vitesse de la machine constante malgré les variations
de charge. Le mathématicien et astronome anglais Georges Airy fut le premier a tenter
une analyse du régulateur a boules de Watt. Ce n’est qu’en 1868, que le physicien écossais
James Clerk Maxwell publia une premiere analyse mathématique convaincante et expliqua
ainsi certains comportement erratiques observés parmi les nombreux régulateurs en service
a cet époque. Ses travaux furent le point de départ de nombreux autres sur la stabilité,
sa caractérisation ayant été obtenue indépendamment par les mathématiciens A. Hurwitz
et E.J. Routh.

Durant les années 1930, les recherches aux “Bell Telephone Laboratories” sur les am-
plificateurs sont a ’origine d’idées encore enseignées aujourd’hui. Citons par exemple les
travaux de Nyquist et Bode caractérisant a partir de la réponse fréquentielle en boucle ou-
verte celle de la boucle fermée. Pendant la seconde guerre mondiale, ces techniques furent
utilisées et tres activement développées en particulier lors de la mise au point de batteries
anti-aériennes. Le mathématicien Nobert Wiener a donné le nom de “cybernétique” a
toutes ces techniques.

Tous ces développements se faisaient dans le cadre des systemes linéaires avec une
seule commande et une seule sortie: on disposait d’une mesure sous la forme d’un signal
électrique. Cette derniere était alors entrée dans un amplificateur (un circuit électrique)
qui restituait en sortie un autre signal électrique que 'on utilisait alors comme signal de
controle. Ce n’est qu’apres les années 50 que les développements théoriques et techno-



logiques (calculateurs numériques) permirent le traitement des systémes multi-variables
linéaires et non linéaires avec plusieurs entrées et plusieurs sorties. Citons comme contri-
butions importantes dans les années 60 celles de Richard Bellmann avec la programmation
dynamique, celles de Rudolf Kalman avec le filtrage et la commande linéaire quadratique
et celles de L. Pontryagin avec la commande optimale.

Ces contributions continuent encore aujourd’hui a alimenter les recherches en théorie
des systemes. L’objectif de ce cours est double: d’une part présenter des notions et outils
fondamentaux; d’autre part d’exposer des méthodes analytiques et numériques utiles pour
les applications.

Nous vous serions reconnaissants de nous faire part de vos critiques et des erreurs que
vous auriez découvertes par un message explicatif a frederic.bonnans@inria.fr ou a
pierre.rouchon@ensmp.fr en identifiant votre message par “Poly X corrections”.

Frédéric Bonnans et Pierre Rouchon
Septembre 2003
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Un exemple emprunté a la robotique

Fic. 1.1 — un bras de robot tournant dans un plan vertical autour d’un axe horizontal
motorisé.

Modélisation Commengons par I'exemple de la figure 1.1 emprunté a la robotique. Il
s’agit d’un bras rigide tournant dans un plan vertical autour d’'un axe horizontal. Cet
axe horizontal est équipé d'un moteur délivrant un couple variable u, que 'on peut choi-
sir arbitrairement : u est la commande du systeme (on dit aussi [’entrée). La position
géométrique du systéme est complétement décrite par un angle § € S' (I'espace des
configurations géométriques du systéme est le cercle S'). La conservation du moment
cinétique autour de I’axe horizontal permet de relier 'angle 6 a la commande en couple u
par ’équation différentielle du second ordre suivante :

JO(t) +mlgsin0(t) = u(t) (1.1)
ou m est la masse du bras, J son moment d’inertie par rapport a ’axe, [ la distance du

centre de gravité a l'axe et g 'accélération due a la pesanteur.

Forme d’état Fixons un intervalle de temps [0,7]. La commande [0,7] 3 ¢ +— u(¢)
étant fixée, nous obtenons la loi horaire [0,7] 5 ¢t — 6(t) en intégrant cette équation du
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second ordre & partir de conditions initiales en position 8(0) = 6 et en vitesse 6(0) =
fy. L’ensemble des conditions initiales forme I'état du systeme ('espace des phase en
mécanique). Cela revient en fait a réécrire cette équation scalaire du second ordre en deux
équations scalaires du premier ordre:

0 = w

1.2
w = u/J— (mgl/J)sinb. (1.2)
Les variables (#,w) forment alors I’état du systeme; le triplé ¢ — (6(¢),w(t),u(t)) sera dit
trajectoire du systeme s’il vérifie, pour tout ¢, les deux équations différentielles (1.2).

Commandabilité La planification de trajectoires consiste a trouver une trajectoire du
systeme t — (6(t),w(t),u(t)) partant d'un état (6;,w;) en t = 0 et arrivant en t = T" a 1'état
final (07,wy), ces deux états étant fixés par avance. Il s’agit du probleme de base de la
commandabilité : comment amener le systeme d’un endroit (d’un état) a un autre. Lorsque
le systeme est commandable, on dispose, en général, d'une infinité de trajectoires et donc
de commandes pour réaliser cette transition. Se pose alors le probleme du choix entre ces
diverses trajectoires: c’est en autre 'objet de la commande optimale qui sélectionne la
trajectoire qui minimise un certain critere. Citons par exemple le temps minimum pour
aller d’'une position de repos (6;,w; = 0) a une autre position de repos (6;,ws = 0) sachant
que la commande u reste bornée (V¢, |u(t)| < Umar OU Upgye €st le couple maximum
développé par le moteur). On en déduit ainsi une trajectoire de référence du systeéme:
0, 7] 2t (0.(t),w,(t),u.(t)).

Bouclage Une autre question, directement liée a la premiere: étant donné que tout
modele est approximatif (les parametres J et m et [ sont connus avec une certaine
précision), il convient d’ajuster la commande u en temps réel de fagon a compenser les
écarts a la trajectoire de référence, —0, et w—w,, qui peuvent apparaitre. Il s’agit du suivi
de trajectoire (“tracking” en anglais). Lorsque cette trajectoire est un point d’équilibre du
systeme (comme, par exemple (f,w,u) = 0 ou (f,w,u) = (7,0,0)) on parle alors de stabilisa-
tion. Noter que la stabilisation du systeme autour d’une trajectoire ¢t — (0,.(t),w,(t),u.(t))
qui n’est pas une trajectoire du systéme, i.e. qui ne vérifie pas les deux équations de (1.2)
n’a aucun sens. En particulier, on ne peut pas parler de stabilisation autour d'un état qui
n’est pas un état d’équilibre (comme, par exemple, 0, = 7/2 et w, = 1). Une démarche
tres naturelle consiste a corriger la commande de référence u,(t) par des termes du type
0 —0,.(t) et w— w,(t). L'utilisation de ce type de terme correspond & un bouclage d’état,
une boucle de rétro-action (“feedback” en anglais) qui I’on schématise souvent par le dia-
gramme bloc de la figure 1.2. La mise en oeuvre de ce schéma revient, avec un calculateur
temps-réel, a mettre a jour tres rapidement (avec une période d’échantillonnage 7T, bien
plus rapide que les échelles de temps naturelles du systeme) la commande u en fonction
de la trajectoire de référence et des mesures de 6 et de w.

Linéaire tangent Considérons, par exemple la stabilisation autour de 1’équilibre in-
stable (Qw,u) = (7,0,0). Pour cela, linéarisons les équations (1.2) autour de ce point:
nous faisons un développement limité des seconds membres en ne retenant que les termes



1.1. UN EXEMPLE EMPRUNTE A LA ROBOTIQUE 13

références

G- (1) |wr(?)

mesures
6 w _
systeme: le brasj —(

_J

référence

ur (1)

rétro-action (feedback)

Fi1G. 1.2 — schéma-bloc d’une loi de rétro-action, dit aussi retour d’état ou “feedback”.

d’ordre 1 (ceux d’ordre 0 sont nuls, car nous sommes autour d'un point d’équilibre). En
notant 6, @ et @ les écarts, nous obtenons les équations du systeme linéarisé tangent:

a/J + (mgl/J)b. (13)

S¥
|

£
|

Stabilisation Sion pose, comme loi de commande, le retour statique d’état (feedback),
i = —(Jky +mgl)0 — Jk&, (1.4)

avec k; et ks les gains du controleur (parametres constants que nous choisirons ci-dessous),
alors les équations du systeme linéaire tangent bouclé (c’est a dire avec sa boucle de rétro-
action) sont

= w ~
== —kge - ]{71(;)

Avec ky = (1/mi+1/m) et , ke = 1/(mi72) , o0 0 < 71 < 7» sont des temps caractéristiques,
ce systeme devient asymptotiquement stable: pour toutes conditions initiales, ses solutions
tendent vers zéros lorsque ¢ tend vers l'infini. La convergence est méme exponentielle:
toute solution est une combinaison linéaire de exp(—t/71) et exp(—t/m): —1/7 et —1/m
sont appelés les poles du systeme bouclé.

e

€

Robustesse et théorie des perturbations Ce bouclage a été réalisé sur une ap-
proximation au premier ordre du systeme. Se pose alors la question du comportement du
systeéme non linéaire (1.2) avec le bouclage linéaire u = @ = —(Jky + mgl)(0 — 7) — Jkyw.
Il est immédiat de voir que le linéarisé tangent autour de I’équilibre (7,0) du systéme non
linéaire bouclé est identique au linéaire tangent bouclé. Un résultat classique sur la sta-
bilité structurelle des points d’équilibres hyperboliques (les valeurs propres de la matrice
jacobienne sont toutes a partie réelle non nulle) d'un systéme dynamique garantit alors la
stabilité asymptotique locale du systeme non linéaire bouclé: cela veut dire simplement
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que toute trajectoire du systeme (1.2) avec la commande (1.4) qui démarre assez pres
de (m,0) tends vers (m,0) lorsque ¢ tends vers l'infini, la convergence étant exponentielle,
comme pour le linéaire tangent.

Etant donné que 71 et 75 sont deux constantes de temps arbitraires directement liées
au taux de convergence, on aura tendance a les choisir aussi proches de zéro que possible.
Cependant, il convient de ne pas les choisir trop proches de zéro: en effet, le modele sur
lequel la commande est synthétisée, n’est valable que pour une certaine gamme d’échelles
de temps. Le modele n’est pas valable pour des fréquences grandes. En effet, la dynamique
du moteur est négligée: pour un moteur a courant continu, la commande physique est en
fait la tension U,, appliquée au moteur. Elle est reliée au couple u par une équation
différentielle du type:

Ll, +RI, =U,, u=K., (1.5)

(L est I'inductance, R la résistance, K, la constante de couple du moteur). En pratique
la dynamique du moteur est souvent négligeable par rapport a la dynamique inertielle
de la barre. Ainsi la constante de temps du moteur 7, = L/R est bien inférieure au
temps caractéristique du bras 7, = /J/(mlg). Aussi, a-t-on 'approximation suivante
dite quasi-statique:

RI, =U,, u=K]I,=(K.,/R)U,

qui relie directement le couple u a la tension U,,. Il convient de choisir 7; et 75 du méme
ordre de grandeur que 73, et donc tres supérieur a 7,,, la constante de temps de la dyna-
mique négligée.

D’autres phénomenes peuvent apparaitre vers les hautes fréquences, comme la flexi-
bilité du bras. Nous verrons dans le chapitre 3 un résultat asymptotique (théorie de per-
turbations, systemes lents/rapides) assurant qu’avec des gains ki et ky pas trop grands
(71,72 > Tpn), le systéme non linéaire avec la dynamique du moteur (1.5) et la commande
en tension

Upn=—(K./R) ((Jk1 —mgl)(0 — 1) + Jkow)

est localement asymptotiquement stable autour de (7,0), pour toute valeur > 0 de L assez

faible.

Observabilité La loi de feedback précédente suppose que I’on mesure a chaque instant
I'état complet du systeme 6 et w. Si nous connaissons uniquement la loi ¢ — 6(t), nous
obtenons w(t) par simple dérivation: on dit que I’état du systeme est observable a partir
de la sortie 6. D’une fagon plus générale, I’état x d’un systeme sera dit observable a partir
de la sortie y, si 'on peut reconstruire x a partir d’'un nombre fini de dérivées de y.

Pour le bras, nous pouvons dériver numériquement le signal de mesure pour en déduire
w. Cette solution fonctionne correctement si la mesure de 6 n’est pas trop bruitée. Sinon,
I'opération de dérivation est a éviter. Pour cela, nous pouvons utiliser la dynamique du
systeme pour construire un observateur asymptotique, c¢’est a dire, reconstruire la vitesse
w du systeme en intégrant (on peut dire aussi en filtrant) la position 6 via une équation
différentielle bien choisie. On obtient alors un filtre causal qui élimine les hautes fréquences
a la fois sur la mesure et ses dérivées sans introduire de retard sur la partie basse fréquence
des signaux.

Plagons nous autour du point (7,0) et considérons le linéaire tangent (1.3) avec comme
quantités connues la commande @ et I'angle 0. L’objectif est de reconstruire a terme @
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sans utiliser l'opération de dérivation tres sensible au bruit. En revanche nous pouvons
utiliser 'intégration et les changements de variables.

Nous allons montrer comment construire un observateur asymptotique (d’ordre réduit).
Soit A un paramétre que nous ajusterons plus tard. Considérons la variable £ = @ + 0.
Si I’on sait reconstruire &, on obtient & avec @ = & — A9(t). Or, grace a (1.3), £ vérifie

E=a/J — (mgl/ )0+ o =a/J — (mgl)J + X)) + \E.

Alinsi, en recopiant cette équation et en remplacant la variable £ non mesurée par f on
obtient une équation différentielle du premier ordre dépendant des quantités connues u et
0 (un filtre d’ordre 1 d’'une combinaison linéaire de la mesure 0 et de la commande w):

= a(t)/J — (mgl/J + X)0(t) + \E (1.6)

Par soustraction avec I'équation différentielle satisfaite par le vrai £, les termes sources
en @ et 0 disparaissent. On obtient alors une dynamique de l’erreur 5 ¢ autonome

CE-9=xE-0

qui converge vers zéro, quelque soit la condition initiale sur é, des que le parametre
A = —1/7s est choisi négatif (7 est la constante de temps de 'observateur (1.6)). La
encore, le gain A de l'observateur (1.6) doit étre choisi en fonction des niveaux de bruit
sur 6 et surtout des échelles de temps naturelles du systeme (prendre, par exemple, 7, du
méme ordre de grandeur que 7, = +/J/(mlg)).

Observateur-controleur, principe de séparation Ainsi, en combinant I'observateur
(1.6) et la commande (1.4) ou @ est remplacé par € — A\, nous obtenons un bouclage qui
stabilise localement la position inverse du pendule. Ce bouclage est un bouclage dynamique
sur la sortie y = 0 : le terme dynamique vient du fait que la commande u est une fonction
de 0 et de é qui est en fait une sorte “d’intégrale” de u et 0:

= @fJ — (mgl)J +2\2)0 + \E (1.7)
= —(Jki +mgl)d — Jky(§ — N0). |

Sy,

Il est alors tres simple d’utiliser ces deux équations pour obtenir un algorithme temps-réel
de stabilisation. Reprenons le schéma de la figure 1.2 et intéressons nous a la boucle de
rétro-action. Notons 7T, la période d’échantillonnage supposée petite, u,, la valeur de la
commande a t = nT,, £n la valeur de I’état interne du controleur et 0 la mesure. Alors

Tins1 et Enpq sont obtenus par récurrence en remplacant € dans (1.7) par (£n+1 fn)/Te.

St = &t Tellin/T — (mgl)J + X6y + XE,)

Ainsi fnﬂ est gardé en mémoire pour la commande suivante et u,,; est appliquée au
systeme.

Nous n’abordons pas ici des problemes liés a 1’échantillonnage. Nous resterons au
niveau continu, sachant que la mise en oeuvre est possible des que la période T, est
tres petite devant les échelles de temps du systeme et que les micro-processeurs sont
suffisamment rapides pour calculer la nouvelle commande en un temps inférieur a 7.
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1.2 Le plan

Cet exemple permet de se faire une idée des techniques présentées dans cette premiere
partie du cours. Nous allons maintenant reprendre de facon plus systématique et rigou-
reuse les divers points évoqués ci-dessus. Le chapitre 2 est constitué de 4 études de cas.
Chaque cas reprend et applique les méthodes et notions fondamentales présentées dans
leur généralité au niveau les chapitres 3 et 4.

Nous abordons dans le chapitre 3 les systemes dynamiques explicites et, sans faire
toutes les démonstrations, quelques résultats sur les équations différentielles ordinaires
(probleme de Cauchy, perturbation réguliere, singuliere, systemes lents/rapides, stabilité
au sens de Lyapounov) : ces résultats sont essentiels pour bien comprendre, entre autres, les
liens entre le linéaire tangent et le systeme non linéaire associé, les questions de robustesse
par rapport aux erreurs de modele et aux dynamiques négligées.

Dans le chapitre 4, nous abordons la commandabilité et 1'observabilité des systemes
explicites & = f(x,u). Apres de courtes définitions, nous étudions les systemes linéaires
stationnaires. Nous mettons I'accent sur la forme canonique de Brunovsky, la planification
de trajectoires, et la stabilisation par placement de pole. Nous aborderons ensuite 1’obser-
vabilité, qui peut étre vue, pour les systemes linéaires a coefficients constants, comme le
probleme dual de la commandabilité, la construction de bouclages stabilisants conduisant
a celle d’observateurs asymptotiques. Enfin, nous terminons ce chapitre par le principe
de séparation et la synthese d’un bouclage dynamique de sortie (on dit aussi observateur-
controleur ou commande modale).

La présentation s’appuie souvent sur des exemples. En général, ces exemples sont
représentatifs de questions préoccupant les ingénieurs. Des exercices jalonnent également
I'exposé. Ils sont souvent la pour suggérer au lecteur des extensions a des situations
plus générales (non linéaire, dimension infinie, systemes discrets, ... ). Les parties écrites
en petits caracteres peuvent étre ignorées dans une premiere lecture: il s’agit soit de
compléments, soit de prolongements.

Dans I'annexe 5 nous étudions les systemes semi-implicites. Ce chapitre peut étre
sauté dans une premiere lecture. En général, la modélisation d’un systeme dynamique
complexe ne conduit pas directement a des équations différentielles explicites mais a un
systeme mixte d’équations différentielles et d’équations algébriques. Des manipulations
formelles sont alors nécessaires pour mettre le systeme sous forme explicite. Ces mani-
pulations utilisent des dérivations, [indezr étant alors le nombre minimal de dérivations
nécessaires. Il s’avere que les techniques utilisées ici sont tres proches de celles employées
pour linversion, le découplage et la linéarisation entrée/sortie: tout repose sur un al-
gorithme d’élimination différentielle dit algorithme de structure. La rédaction de ce cha-
pitre s’appuie fortement sur deux exemples clés: (5.3) page 117 et (5.5) page 125. Leur
compréhension implique pratiquement celle du cas général qui n’est guere plus compliqué.

1.3 Probleme

On reprend ici, sous la forme d'un probleme et pour I’étendre au non linéaire, 1’observateur-
controleur que nous avons construit avec le linéaire tangent du systeme (1.2). L’objectif
de commande est d’aller du point d’équilibre 8 = 0 au point d’équilibre # = m pendant le
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temps 1" > 0 en ne mesurant que 6. Cette extension ne nécessite que tres peu de calculs
et reste a un niveau de complexité tres élémentaire.

1.

Donner une trajectoire du systeme [0,t] 3 ¢ +— (0,.(t),w,(t),u-(t)) qui assure cette
transition.

. Calculer le bouclage d’état qui stabilise la dynamique de l'erreur a la trajectoire

e =0 —0,(t) de la facon suivante:
e+ oe+o09e =0

avec 01,09 > 0.

On suppose que 1'on ne mesure que §. Montrer que I'observateur non linéaire
€ =X — N20(t) +u(t)/J — (mgl)J)sin 0(t)

permet de reconstruire asymptotiquement w par w = é — A0, des que A < 0.

Montrer la convergence de 1’observateur-controleur ou 'on a remplacé la mesure de
vitesse w dans la question 2 par I'estimée @ de la question 3.

Faire des simulations de cette manoeuvre en T' = 5 s en prenant comme parametres
m=10kg, [ =02m, J=0,1kgm?et g=981m/s? Tester la robustesse de cette
commande dynamique de sortie par rapport a des dynamiques négligées (rajouter
une dynamique pour le moteur) et par rapport a des erreurs dans le modele (1.2)
(rajouter un petit frottement au niveau de ’axe du bras).
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Chapitre 2

Etude de cas

A travers I’étude détaillée de plusieurs cas, un bio-réacteur, I’avion a décollage vertical,
le pendule inversé et le moteur électrique, nous reprenons diverses notions fondamentales
comme la stabilité, la commandabilité, I'observabilité ainsi que les techniques de base
comme le bouclage (feedback), I'observateur asymptotique, la planification et le suivi de
trajectoire. A chaque fois nous renvoyons le lecteur a une partie précise du cours ou la
formalisation et les définitions sont disponibles. Les réponses que nous apportons ici ne
sont bien stir pas les seules possibles. Elles ont cependant le mérite d’étre simples, explicites
et directement exploitables sur un calculateur temps-réel. Enfin certaines questions tres
naturelles et pourtant sans réponse systématique sont évoquées. En particulier, le respect
de contraintes sur la commande et sur I'état est traité par des méthodes tres spécifiques.

2.1 Le bio-réacteur

Nous avons choisi un bio-réacteur car ce systeme est représentatif d’'un vaste domaine:
les procédés de transformation de la matiere. Leur modélisation dynamique s’appuie sur
les lois de conservation maticre et énergie, les lois cinétiques et la thermodynamique. Des
secteurs industriels majeurs utilisent des installations de ce type: pétrole, pétro-chimie,
plastique, chimie fine, pharmacie, biotechnologie, agro-alimentaire, ...

Nous reprenons avec cet exemple certaines notions importantes sur les systemes dy-
namiques et leur stabilité (point d’équilibre hyperbolique [définition 10, page 66], fonc-
tion de Lyapounov [théoréme 3, page 58]). Apres une étude du comportement qualitatif
(géométrie des courbes intégrales, bifurcation) en fonction de la commande prise comme
parametre, nous montrons qu'un feedback tres simple permet de stabiliser globalement le
systeme.

Les équations régissant la dynamique d’un bio-réateur fonctionnant en continu sont,
pour un métabolisme simple, les suivantes:

X = (u(S)- D)X
S = D(S.—8)— u(S)X

ou X est la biomasse (les bestioles), S le taux de substrat carboné (le sucre), D > 0 le
taux de dilution (D = L/V, V volume du fermenteur, L débit liquide entrant égal au
débit sortant), ©(S)X la production de biomasse par unité de volume correspondant au
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métabolisme X + 5 — 2X, S, le taux de sucre dans I'alimentation. On supposera que
Se > 0 est fixe et que D > 0 est la variable de réglage (la commande).

On suppose que la fonction u(S) est réguliere et admet une forme en cloche (cf fi-
gure 2.1): p est strictement croissante pour S € [0,5] (0 < S < S.); u(0) = 0; u(S) =
p est strictement décroissante pour S € [S,S,] avec u(S.) > 0.

2.1.1 Etude & D > 0 fixé

Trajectoires, espace invariant, flot

Il s’agit de ’étude en boucle ouverte. L’espace des états est ici (X,5) € [0, 4 oo[x [0, +
oo[. Montrons que le modele conduit & des concentrations positives. Si X = 0 alors X=0
et X reste toujours nul (pas de génération spontanée). Si S = 0 alors S =DS, >0 et
donc S a tendance a croitre. Ainsi le champ de vecteurs

T = [ 5} = v(z) = [D(éﬁt(—S)S)_—D/ié)X

définissant la dynamique est rentrant dans [0, + oo[x[0, + oo[. Les trajectoires t —
(X(t),S(t)) sont "positives”.

Montrons maintenant qu’elles sont définies sur [0, + oo[. Soit la variable £ = S + X,
il est évident que, & = D(S. — £). Ainsi des que € > S, € < 0. Cela signifie que v est
rentrant dans tout domaine triangulaire 7, défini par

T, ={(X,S) € [0, 4+ co[x[0,+ 00o[ | X + S < a}

avec a > S,. Comme toute condition initiale (Xy,Sy) dans [0, + 0o[x[0, 4+ oo[ appartient
a T, avec a = max(S.,Xo + S), la trajectoire démarrant en (Xy,S5) ne peut quitter 7y:
un tel T, est ainsi positivement invariant [définition 5, page 53]. Ainsi le flot [définition 1,
page 44] ¢, est défini pour tout ¢ > 0.

Notons aussi que le segment

A={(X,9)|X+S=S5.,X>08>0}

est aussi positivement invariant. Cela résulte du fait que f = 0 des que & = S.. Nous
avons meéme plus, comme £(t) = S + & exp(—Dt), £(t) — S. quand t — +o0. Ainsi, les
trajectoires du systeme convergent toutes vers A. On peut montrer que cela reste vrai
meme si D est variable. La convergence est assurée des que fot D(t1) dr — 400 quand
t — —+00.

Points d’équilibre et exposants caractéristiques

Etudions maintenant en fonction de D les points d’équilibre. Ils sont définies par
v(z) =0, ie.
(u(S) = D)X = 0
D(S.—S)—u(S)X = 0.

La premiere équation se scinde en deux X = 0 et D = u(S).
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Fic. 2.1 — La fonction p(S).

Le point d’équilibre X = 0 et S = S, correspond au lessivage du bio-réacteur. Aucune
bio-masse n’est présente et le taux de sucre en sortie est celui de ’entrée.
Reste 'autre famille de solution. Il faut trouver S tel que p(S) = D. Comme le montre
la figure 2.1, nous distinguons les trois cas suivants
1. D < D, = p(S.): seule la racine < S de p(S) = D donne un point d’équilibre
physique avec X > 0 car X = S, — S. Notons (Xj,Ss) ce point d’équilibre.
2. D, < D < D: deux points d’équilibre ayant un sens physique coexistent. Si S, < S
et S, € [S,S.] sont les deux racines de u(S) = D, on note X, = S, — S, et X, =
Se — Sy.
3. D < D: u(S) = D n’admet pas de solution.

Etudions la stabilité de ces points d’équilibre. Nous savons [théoreme 5, page 65] qu’elle
est donnée par le signe de la partie réelle des valeurs propres du jacobien de v.
Pour z = (0,S,), nous avons,

Du(z) = [Dil_)eD _OD] |

Pour D < D, (0,S,) admet une valeur propre stable —D < 0 et une valeur propre instable
D.—D > 0: c’est un col [figure 3.22, page 63]. L’équilibre est donc instable. Pour D > D,,
(0,5.) les deux valeurs propres sont stables —D < 0 et D, —D < 0: c¢’est un noeud stable.
L’équilibre est alors localement asymptotiquement stable.

Pour D = D., une valeur propre est stable —D < 0 l'autre est nulle: on ne peut
pas conclure avec le linéaire tangent; ce n’est pas un point d’équilibre hyperbolique
[définition 10, page 66].

Pour l'autre famille x5 = (55,X;) et x, = (S,,X.) de points d’équilibre, le jacobien de
v vaut (a = s,u)

0 1 (Sa)Xa

Dulza)=1_p _p_(s.)x.

Ces valeurs propres sont —D et — 1 (Sa)Xq. Ainsi Iéquilibre a = s est toujours stable pour
D < D (on suppose que p’ ne s’annule quen S =5 ): c’est un noeud stable. L’équilibre
a = u est toujours instable pour D, < D < D: c’est un col.
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Noter qu'en D = D, ces deux branches d’équilibre se rejoignent avec comme valeur
propre —D et 0: on ne peut rien dire sur la stabilité & partir du tangent. La valeur D = D
est un valeur critique. Elle correspond a une bifurcation (bifurcation col-noeud classique),
c’est a dire un changement qualitatif du portrait de phases. Dans les graphiques qui
suivent nous avons, pour

g8 i
H(s) Goes Do b5e=3

tracé le champ de vecteurs ainsi que certaines trajectoires pour diverses valeurs de D.
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F1G. 2.2 — portrait de phase en boucle ouverte D < D,.; deuz points d’équilibres, un col et
un noeud stable.

Fonction de Lyapounov, stabilité asymptotique globale

Montrons que pour D > D, les trajectoires convergent toutes vers le lessivage. A
partir des valeurs propres du tangent nous savons déja que cet équilibre est localement
asymptotiquement stable.

Pour cela nous allons utiliser une méthode inventée par Lyapounov [théoréeme 3,
page 58]. Considérons la fonction réelle

1 1
V(X,8) = (X +5 - S.)? + 5X2.

Montrons que c’est une fonction de Lyapounov: V' est infinie a l'infini dans l'orthant
positif; V' admet un seul minimum au lessivage (0,5,) et V < 0 comme le montre ce qui
suit.

En effet un calcul simple donne

V=-D(X+8—25)"—(D—u(8)X>
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F1G. 2.3 — portrait de phase en boucle ouverte D, < D < D; trois points d’équilibres, deux
noeuds stables séparés par un col.
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F1G. 2.4 — portrait de phase en boucle ouverte D > D; un seul point d’équilibre, le lessi-
vage.



24 CHAPITRE 2. ETUDE DE CAS

Comme D = sup(p), on a
V<-DX+S-5.)—(D-D)X2

Mais D > D donc V < 0 dés que (X,S) # (0,S.). Ce qui montre la stabilité asymptotique
globale de (0,S.). Noter l'interprétation géométrique de V < 0. Le champ de vecteurs
rentre dans les portions d’ellipses V' < cte du quart de plan positif (cf figure 2.5).

Pour D = D, les calculs précédents restent valables: V reste une fonction de Lyapou-
nov. Cependant V peut étre nulle sans que nécessairement I'état soit (0,S;). Une étude
plus fine & partir du principe d’invariance de Lasalle est nécessaire [théoreme 3, page 58].
On sait que les trajectoires convergent alors vers le plus grand ensemble invariant contenu
dans V = 0. Ici cela donne donc le systémes sur-déterminé suivant

X = (u(S) - D)X
S=D(S.—8)—u(S)X
0=—(X+5-5)"—(D—pu(9)Xx>

Ses seules solutions sont les points d’équilibre (0,S,) et (S. — S,S). Ainsi les trajectoires

convergent soit vers le lessivage soit vers le point d’équilibre interne correspondant au
maximum de p (cf, figure 2.6).
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Fi1G. 2.5 — V est une fonction de Lyapounov pour D > D.

2.1.2 Stabilisation (globale) par feedback (borné)

Le point d’équilibre double en D = D admet un intérét pratique évident. C’est le seul
point d’équilibre avec X > 0 et D le plus grand possible. Il correspond aussi au maximum
du taux de croissant p. Il est souvent intéressant de maintenir le systeme autour de ce
régime.
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FIG. 2.6 — portrait de phase en boucle ouverte pour D = D; bifurcation col-noeud.

Voyons si cela est possible sans rien faire, juste en maintenant D & D. Alors le portrait
de phase (figure 2.6) fait apparaitre deux bassins d’attractions. Cependant, pour les tra-
jectoires qui arrivent en (S, —S,S5), une petite perturbation suffit & les faire basculer dans
le bassin d’attraction du lessivage (0,5.). Ainsi, méme avec une condition initiale dans le
bon bassin d’attraction, on aboutira toujours en pratique au lessivage. Une telle méthode
n’est pas robuste (le point d’équilibre visé n’est pas asymptotiquement stable, le portrait
de phase n’est pas structurellement stable [discussion de la section 3.4, page 69] ). Il faut
donc imaginer quelque chose pour maintenir les trajectoires autour de (S, — S,S).

Nous allons voir que le simple régulateur proportionnel

D=D-k(S-25)

avec un gain k bien choisi permet de stabiliser localement les trajectoires autour de (S, —
S,S). Tl convient de bien comprendre la signification de D = D — k(S — S). Le taux
de dilution (i.e., le débit d’entrée) varie en fonction de la valeur effective du taux de
sucre dans le bio-réacteur selon une simple loi affine. Aussi les raisonnements en boucle
ouverte qui précedent ne sont plus valables. La dynamique a changé. Certes (S, — S,S)
reste un point stationnaire ainsi que (0,5,) mais beaucoup d’autres choses ont changé. En
particulier les exposants caractéristiques [définition 10, page 66| autour de ces points sont
affectés par cette loi de rétro-action.

Par exemple autour de (S, —S,5), le jacobien du nouveau champ de vecteurs en boucle
fermée est

0 k(S, — S)
D —D—k(S. - 5|

Pour k > 0, cette matrice admet une trace < 0 et un déterminant > 0. Ses valeurs propres
sont donc a partie réelle strictement négative. Ainsi un simple retour proportionnel avec
k > 0 rend ce point d’équilibre hyperbolique et stable.



26 CHAPITRE 2. ETUDE DE CAS

Notre analyse est locale. De plus pour des valeurs de S proches de S, la commande D
ainsi calculée reste positive. Elle est donc physiquement réalisable. Cependant pour des
écarts S — S importants, D risque d’étre négatif. Une premiere idée est alors de saturer
D entre deux valeurs, disons 0 < € << D et 2D. La commande alors obtenue

€ siD—k(S—95)<e
D=<¢2D siD—k(S—S)>2D
D —k(S—S) sinon.

est non linéaire. Pour tout & > 0, elle stabilise localement I’équilibre (S, — S,S). Montrons
que méme les trajectoires démarrant loin de (S, — S,S) convergent vers (S, — S,S) pour
k assez grand.

Il est facile de voir que X et S restent toujours positifs. Comme d/dt(X+S) = —D(S.—
X —9), les trajectoires sont bornées et puisque D > ¢, elles convergent exponentiellement
vers le segment X + 5 = S.. On peut donc supposer que X + S = S.. Mais alors
X = (u(S. — X)— D)X ol D est une fonction de X & cause du bouclage S = S, — X. Sur
ce systeme de dimension 1, il est alors facile de montrer que, si k est choisi assez grand,
ses seuls points d’équilibres sont X = 0 et X = S, — S. Le premier est alors instable et le
second stable. Comme l'illustre le portrait de phase de la figure 2.7, cette loi de rétroaction
élémentaire stabilise globalement le systeme au régime de croissance spécifique maximum.
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FiG. 2.7 — stabilisation globale par un feedback D = D — k(S — S) avec saturation (a
comparer avec la boucle ouverte, figure 2.6).

2.2 L’avion a décollage vertical

Ce systeme est représentatif des problemes de guidage et de pilote automatique d’en-
gins volants, flottants ou spatiaux. Il s’agit souvent de systéemes mécaniques sous-actionnés,
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A

Fi1Gc. 2.8 — le VTOL, l’avion a décollage vertical.

i.e., avec moins de commandes que de degrés de liberté géométrique.

L’étude de cet exemple est l'occasion de revoir la commandabilité [définition 15,
page 84|, la planification et le suivi de trajectoires [section 4.2.5, page 94|. Bien que
les résultats généraux du cours portent sur les systemes linéaires, nous montrons com-
ment des calculs comparables (avec les sorties plates, un analogue non linéaire des sorties
de Brunovsky [théoreme 11, page 91]) permettent de traiter le cas non linéaire. Nous
introduisons ici une différence importance entre le modele de simulation qui est aussi
complet que possible et le modele de commande de dimension réduite et ne prenant en
compte que les effets dominants. Ces deux modeles sont proches I'un de 'autre au sens
des perturbations singulieres [section 3.5.1, page 73]. L’introduction d’un modele de com-
mande différent du modele de simulation n’est pas gratuite: elle est fondamentalement
liée aux questions de robustesse par rapport aux dynamiques négligées. Ces dynamiques
sont d'une part mal connues et d’autre part tres rapides (par rapport aux dynamiques a
commander) et asymptotiquement stables.

On s’intéresse ici au pilotage d’un avion a décollage vertical en mode “hovering”. En
particulier on voudrait que ’avion soit en mesure de suivre une trajectoire horizontale
(manceuvre-type d’approche a Iatterissage).

2.2.1 Modéle de simulation

Pour simplifier on considere que 'avion se déplace uniquement dans un plan vertical
(modele plan). Si de plus on néglige les effets aérodynamiques, qui sont tres faibles en
mode “hovering”, le comportement dynamique est décrit par

mi = (Fy — Fy)sinacosf — (Fy + F) cosasing—}-fx(:t,?},@,é)
mi = (F| — Fy)sinasing + (Fy + Fy) cosacos —mg + f.(&,%,0,0)
JO = I(F, — Fy)cosa+ fo(i,2,0.0),
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ou (z,z) est la position du centre de masse, 6 I'angle par rapport a 1’horizontale, F,F, les
poussées des réacteurs, [ leur distance par rapport au centre de masse, « leur inclinaison;
m est la masse de I'avion et J son moment d’inertie. Les fonctions f,, f, et fy représentent
des petits effets aérodynamiques (en schématisant, ce sont des frottements s’opposant a
la vitesse); ces fonctions s’annulent quand ’avion ne bouge pas.

Le transfert entre les poussées Fi,F, et les manettes de gaz uq,us est, grace a des
asservissements “rapides” de bas niveau, a peu pres de la forme

Fl = /\(ul—Fl) (21)
F, = AMug — Fy)

[voir la section 3.5.1, page 73 ol A joue le role de 1/¢].
Les valeurs numériques utilisées dans les simulations sont (en unités S.I.)

g =10, m = 10000, J = 45000, [ = 4.5, tana = .1, A = 15.

On mesure toutes les variables mécaniques, i.e., x,2,0,%,2,0 (un avion, surtout de com-
bat, est toujours tres bien instrumenté).

2.2.2 Modéle de commande

En fait la dynamique (2.1)-(2.2) des réacteurs n’est pas tres bien connue (c’est un
systeme tres complexe). Par contre, on sait d’'une part que cette dynamique est plutot

“rapide” et d’autre part qu’en régime établi on a vraiment F; = uy et Fy = us.
m J Fl + F2 Fl — FQ
, b= y U = ——— et vg = ———,
. Cos o lcosa a b
on peut prendre comme modéle de commande le systeme

Apres avoir posé ¢ = — tana, a =

T = evgcosf — vy sind
= evysinf + vy cost — g

9:/027

ou v; et vy sont les commandes. De fait nous négligeons ici les effets aérodynamiques et
la dynamique des réacteurs. Une justification dans le cadre des perturbations régulieres
et singulieres est possible [théoreme 7, page 74 et théoréme 8, page 76].

Ce modele possede une infinité d’état stationnaire: (z,z) arbitraire et 6 = 0 ou 7.
Le cas 8 = 7 correspond a une poussée négative aussi nous ’excluons. Nous considérons
toujours les équilibres a l'endroit 6 = 0 et (z,z) arbitraire.

2.2.3 Commande linéaire

Linéarisons les équations autour de (x,z) = 0 et # = 0. En notant dx, dz, ..., les écarts
on obtient le systeme linéaire tangent suivant :

oxr = —g 00 +¢ dvs
52’ = 51)1
(59 = 51)2.
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Le systeme se décompose donc en deux parties. La premiere partie
0z = 0vy

correspond a la dynamique verticale ne faisant intervenir que dv; lié a la poussée totale.
La seconde partie

dx = —g00 + €dvy, 50 = vy

montre que les dynamiques horizontale et angulaire sont couplées et ne dépendent que de
V9, la différence des poussées.

Le suivi en position

La sortie de Brunovsky [théoreme 11, page 91] de la dynamique en 6z est y, = dz car
0vy = fjo. Ainsi le controleur

ovy = o, + (p1 + p2)(5.2’ — Vo) — P1P2(02 — Yar)

assure le suivi d'une référence ¢ — yo ,.(t) [section 4.2.5, page 94]. Les poles de suivi sont p;
et po [théoreme 12, page 94]. Ils doivent étre choisis a partie réelle négative. Une premier

choix est le suivant
p1=— %(1 +1), p2= —\/%(1 —1).
l

Il suppose que I’échelle de temps des réacteurs est nettement inférieure a \/; :
La sortie de Brunovsky pour la dynamique en dz et §6 est simplement 1y, = dx — £66.
En effet on a

or =1y —1—5%, 00 = —&, dup = e
g g 9

Le controleur
1 ) ) ) ) .
by = <?> (69 + 51(~980 — 5{)) — 52(~980 — 1) + s5(6x — €00 — ) — 545w — 230 — 1)

assure le suivi de la référence ¢t — vy ,.(f). Les quantités s; sont les fonctions symétriques
homogenes de degré ¢ des 4 poles de suivi ry, ..., 74:

S1=r1+rat+r3+nry
S9 :7"17"2+’I"1’I“3—|—7"17"4+7"27“3—|—7"27“4+7"37"4
S3 = T1T2T3 + 1Ty + 717374 + 72737y

S4 = T1TaT3Ty.
Comme pour p; et ps on peut prendre

e ey

ry = —\/%(1/2 +1/2) ry= —\/g(lﬂ —/2).
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Le suivi en vitesse

En pratique les commandes données au pilote, le manche a balai, correspondent a
des vitesses, plutot qu’a des positions. En effet, pour les manoeuvres d’atterrissage, de
décollage ou de vol stationnaire, le pilote gere a vue la position. Une autre raison plus
fondamentale est l'invariance par translation du modele. Le fait qu'un pilote conduise
naturellement un avion en vitesse vient en grande partie des symétries de translation:
le comportement de l'avion est indépendant de sa position cartésienne (x,z). Aussi, un
modele réduit en vitesse a un sens. Il s’écrit

du = —gd00+e dvs
ow = v
5(9 = (S’UQ

olu=2xetw=2.
Le suivi en vitesse est alors obtenu en tronquant le suivi en position. La sortie de
Brunovsky de la dynamique en dw est y, = dw car dv; = 95. Ainsi le controleur

dv1 = Yo, + p(0W — yar)

assure le suivi d'une référence ¢t — yo,(t) de vitesse verticale. Le pole p doit étre choisi

réel et négatif, par exemple p = —, /.

La sortie de Brunovsky pour la dynamique en du et 66 est simplement v, = du — £66.
En effet on a

Le controleur
(= (,® Y : '
ouy = i ( 17+ 51(=g00 — d1,) — 52(—g00 — 91,,) + s3(0u — €66 — yl,r))

assure le suivi d'une référence t — y; ,.(t) de vitesse horizontale. Les quantités s; sont les
fonctions symétriques homogenes de degré ¢ des 3 poles de suivi rq, ro et r3:

S1=1r1+ro+nrs
Sg =TTy + 1173 + 7273

S3 = I'1Tars.

Comme pour p on peut prendre

1
7“1:—\/%(1—%2), T2:_\/%(1_Z), "=y %

Les consignes en vitesse venant du pilote peuvent étre tres irrégulieres s’il bouge ra-
pidement le manche a balai. Il convient de les régulariser un peu. Notons les y; . et ya .
On les supposera uniquement mesurables et bornées. La référence de vitesse verticale doit
étre au moins C* et horizontale au moins C®. En fait il faut rajouter un ordre de régularité
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car nous avons négligé la dynamique des réacteurs. Des discontinuité de poussée sont im-
possibles physiquement. Ainsi les références y; , et yo, doivent étre respectivement C* et
C?. Elles correspondent donc & des valeurs lissées des consignes brutes issues du manche &
balai, i . et y2 .. Une simple convolution par un noyau régularisant h, positif, d'intégrale
égale & 1, au moins C* et a support compact dans | — 00,0] assure ce lissage (i = 1,2):

400
yir(t) = / h(t — o) yi.(0) do,

o0

avec

+o00
W0 = [ H o) o) do, v=1,..a

o0

On peut aussi utiliser un filtre de dimension fini et d’ordre 4. Cela revient alors a une
convolution avec un noyau h donc le support reste toujours dans | — 00,0] (causalité du
filtre) mais qui n’est plus compact.

Notons enfin que ces méthodes sont locales et valables pour des vitesses pas trop
grandes et une inclinaison réduite. De plus les ordres de poussées F; et Fy donnés aux
réacteurs doivent étre entre deux bornes et en particulier positifs. Ici encore, il convient de
s’assurer que les trajectoires suivis par I’avion vérifient ces contraintes en poussée, vitesse
et inclinaison. Une fagon de les garantir consiste a générer a partir des ordres du pilote
(Y1.6,Y2,c) des trajectoires de références (yy,,y2,-) suffisamment douces. On joue alors sur
la forme h du noyau régularisant.

2.2.4 Commande non-linéaire

Le suivi de trajectoires élaboré a partir du linéaire tangent s’étend au modele non linéaire
de commande :

I = evgcosf —vysinf
Z = evgsinf +vicosf —g
= V2.

En effet ce systeme admet une structure trés particuliere avec des ”"sorties de Brunovsky non
linéaires”, dites sorties plates:

y1 =x —esinf, yo =z + ecosb.

Remplacons x et z par y; et ys dans les équations du systémes. Cela revient a étudier le
méme systeéme mais avec un jeu de variables (y1,y2,0,v1,v2) différentes de (z,2,0,v1,v2). Le but est
de faire des changements de variables qui simplifient les équations en les mettant sous une forme
canonique dite forme normale. Dans ces nouvelles variables les équations du systéme deviennent

in = —(v— 592) sin
G2 = (v1—eb*)cosh—g
é = V2.

Ainsi nous savons que
0 = arctan(ja + g/i1) mod 7
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et donc
rT=y + e 4 5
i + (2 + 9)
—
=y e (2 + 1)

i + (92 + 9)?

Nous voyons donc que toutes les variable du systemes s’expriment comme des fonctions, ici non
linéaires, de y1, y2 et d’'un nombre fini de leur dérivées. Noter que puisque nous avons deux
commandes indépendantes, nous pouvons ainsi paramétrer toutes les trajectoires du systeéme a
partir de y; et yo. C’est tres comparable aux systemes linéaires commandables et leurs sorties
de Brunovsky.

Continuons avec un changement un peu plus général qui touche aux commandes vy et vs.
Partons des équations dans les variables (y1,y2,0,v1,v2). Considérons les nouvelles commandes
(u1,uz) définies & partir des anciennes commandes (v1,v3) par les équations (bouclage dyna-
mique) :

€ = —uy sin 6 + ug cos 0 + £62
U1 :f+892

-1 ..
vy = ?(ul cos 0 + ug sin 6 + 2£0).

Des calculs simples montrent alors que

y=v, ) =
C’est la forme normale de Brunovsky d’un systeme linéaire commandable a 8 états et 2 com-
mandes. Ainsi par changement de variables et bouclage on se rameéne & un systéme linéaire
commandable. Des lors, il suffit de planifier les trajectoires et de construire le suivi dans ces
nouvelles variables ou les équations sont particulierement simples.

Une question se pose naturellement apres ces quelques calculs: est-ce toujours possible de
faire ainsi? La réponse est négative. Il n’est pas possible en général de ”tuer” les non linéarités par
des changements de variables et bouclages astucieux. Cependant, pour de nombreux systémes
physiques, c’est souvent le cas avec les changements de variables ayant un sens physique direct.
Les systemes rencontrés en pratique ne sont pas des systemes génériques. Ils admettent souvent
une structure particuliére, liée a la physique, qui simplifie alors notablement leur controle. Pour
I'exemple de I'avion, (y1,y2) sont les coordonnées cartésiennes du centre d’oscillation! de I’avion
pour un axe de rotation orthogonal au plan Oxz et passant par le point d’intersection des
deux directions de poussée (si les directions de poussées sont paralleles (a« = 0) alors le centre
d’oscillation se confond avec le centre de gravité (¢ = 0)). Pour plus de détail, voir le cours sur
les systémes plats téléchargeable a l'adresse http://math.polytechnique.fr/zups/vol99.html.

2.3 Pendule inversé sur un rail

Cet exemple est ultra-classique. Il permet néanmoins de se faire une idée des limitations
des techniques non linéaires mémes les plus récentes. En effet, son approximation linéaire
tangente peut se traiter sans rien connaitre. Il suffit juste d’utiliser les loi de la mécanique

1. Voir les travaux de Huygens sur les horloges & pendules.
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F1G. 2.9 — pendule inversé sur un rail.

et 'approximation des petits angles. En revanche, des que les angles sont grands, des effets
non linéaires intrinseques (i.e., que I'on ne peut pas éliminer par changements de variables
et bouclages comme pour I'avion a décollage vertical) apparaissent. Par des techniques
non linéaires dites controle-Lyapounov, on sait calculer des commandes simples qui font
passer de I’équilibre stable a 1’équilibre instable. Cependant des que 1’on rajoute un second
pendule (double pendule) on ne sait plus a ’heure actuelle élaborer des controles simples et
mathématiquement prouvés qui retournent le double pendule. En revanche la stabilisation
locale en position inverse ne pose pas de probleme en utilisant le linéaire tangent (cf. le
stand du double pendule inversé au musée des sciences et de I'industrie de la Villette a
Paris, section mathématique).
Un pendule inversé sur un rail admet la dynamique suivante (approximation des petits

angles)

d? d?

ﬁ(D +10) = g0, MﬁD =—mgl +F
ou la commande est la force F appliquée au chariot et [ est la distance du centre d’oscilla-

tion a l'axe de rotation du pendule. Il est clair que la sortie de Brunovsky est y = D + 6.
En effet

0=14/g, D=y—1li/g.

Un bouclage grand gain sur le chariot (u est la consigne de position du chariot)
F = —MkyD — Mky(D — u)

avec ky ~ 10/7, ky ~ 10/72 ot 7 = \/% est le temps caractéristique du pendule, permet
d’accélérer par la commande le porteur. On obtient ainsi une commande hiérarchisée avec
un asservissement rapide en position du porteur et une stabilisation lente du pendule a
partir du modele lent

Le simple bouclage

U= —Y— szr(t) + T(y - yr@)) + (y - yr(t))
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assurent le suivi d'une trajectoire de référence t — y,(t) pour I'abscisse du centre d’oscil-
lation du pendule.

2.4 Moteur électrique a courant continu

Avec cet exemple nous abordons les capteurs logiciels, des traitements en temps-réel
de l'information venant des capteurs pour en déduire des informations non bruitées sur
des grandeurs mesurées ou non. Sur l'exemple choisi ici, il s’agit, a partir de la mesure
des tensions et des courants qui traversent le moteur , d’estimer de fagon causale sa vi-
tesse mécanique et son couple de charge. L’intérét pratique est évident: les informations
électriques sont toujours disponibles car les capteurs sont simples et fiables. En revanche,
les informations mécaniques nécessitent une instrumentation plus complexe, plus chere et
moins fiable. Aussi pour des raisons de cotut mais aussi de sécurité, déduire des courants et
tensions, la vitesse de rotation est un enjeu technologique important en électro-technique.
Dans d’autres domaines, on rencontre des probléemes tres similaires. Pour les procédés,
les débits, températures et pressions sont faciles a avoir par des capteurs simples et ro-
bustes alors que les qualités sont plus difficiles & mesurer rapidement (temps de retard
de lanalyse, ...). Un traitement de l'information contenue dans les températures, pres-
sions et débits permet souvent d’obtenir des estimations précieuses sur les compositions.
Pour estimer l'orientation relative d’un mobile par rapport a un référentiel terrestre les
mesures sont de deux types: les gyrometres donnent de fagon précise les vitesses an-
gulaires; des magnétometres on déduit une mesure bruitée des cosinus directeurs de la
direction du champ magnétique par rapport au mobile. Il faut en déduire grace aux re-
lations cinématiques une estimation robuste de l'orientation du mobile (ses trois angles
d’Euler, i.e., une matrice de rotation). Ce probleme est centrale pour la mise au point
d’avion sans pilote.

L’exemple du moteur a courant continu permet de se faire une idée des questions sou-
levées et des techniques utiles pour apporter des solutions simples a ce type de question.
Cet exemple illustre I'observabilité [définition 19, page 101], les observateurs asympto-
tiques [section 4.4.2, page 106], ’observateur-controleur [section 4.5, page 107] et les ques-
tions de robustesse en liaison avec les systémes lents-rapides [fin de la sous-section 3.5.1,
page 73].

Un premier modele de moteur a courant continu est le suivant :

Ju = kit—p
Li = —kw—Ri:+u

ol w est la vitesse de rotation du moteur, ¢ le courant, u la tension, L > 0 la self, R > 0
la résistance, k£ la constante de couple, p le couple de charge et J l'inertie de la partie
tournante (moteur + charge).

Nous supposons les parametres J > 0, £ > 0, L > 0 et R > 0 connus et constants. En
revanche seule l'intensité ¢ est mesurée. La charge p est une constante inconnue. Il nous
faut concevoir un algorithme qui ajuste en temps réel la tension u de fagon a suivre une
vitesse de référence w,(t) variable dans le temps. Pour cela nous ne disposons que d'un
capteur de courant. Beaucoup de variateurs de vitesse régulent la vitesse du moteur sans
la mesurer. Rajouter un capteur de vitesse sur 'arbre du moteur est parfois délicat. En
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revanche, brancher entre le moteur et son alimentation électrique une petit boite, i.e. le
variateur de vitesse, est tres simple a réaliser.

2.4.1 Stabilité en boucle ouverte

Il est facile de constater que la dynamique en boucle ouverte u = cte est stable. On
peut le voir directement en vérifiant que les exposants caractéristiques [définition 10,
page 66] sont a partie réelle négative. Une autre fagon de le voir, plus physique, consiste
a remarquer que Ueffet Joule —R:? est dissipatif. L’énergie du systéme

1 1
E=-Juw*+ =L,
2 2
somme de 1’énergie cinétique de la partie tournante et de ’énergie magnétique contenu

dans les bobinages du moteur, vérifie

dFE
— = wp + ui — Ri*.

Or la stabilité du systeme pour u et p non nuls est équivalente ici (le systeme est linéaire) a
celle du systeme avec u et p nuls (il suffit de faire une simple translation). Ainsi E est une
fonction de Lyapounov pour u = p = 0: le systeme est stable et méme asymptotiquement
stable (invariance de Lasalle) [théoreme 3, page 58].

2.4.2 Estimation de la vitesse et de la charge

Vérifions que le systeme

p =0
Jw = kit—p
Li = —-kw—Rit+4+u

avec comme commande u et comme sortie y = ¢ est observable [définition 21, page 101].
Cela revient & se pose la question suivante: connaissant ¢ — (u(t),u(t)) et les équations
du systeme, est-il possible de calculer w et p. La réponse est positive et immédiate car

w=(u—Li—R)/k, p=ke—(J/k)(u— Li— Ri).

Le systeme est donc observable. On pourrait aussi reprendre le critere de Kalman [théoreme 14,
page 104]. Tl est issu du méme calcul que celui qui précede mais sur un systeme linéaire
général.

Cependant les mesures de courant sont bruitées. Il est donc hors de question de dériver
ce signal. Le fait d’étre en théorie observable ne donne pas un algorithme d’estimation
réaliste. Il nous faut concevoir un algorithme qui soit insensible au bruit, i.e., qui les
filtre astucieusement sans introduire de déphasage. Ici apparait une idée centrale celle
d’observateur asymptotique. Elle consiste a copier la dynamique du systeme en lui rajou-
tant des termes correctifs liés a l'erreur entre la prédiction et la mesure. Cela donne ici
I’observateur suivant ]

p o= Ly(i—1)
J& ki—p+ Ly(i—1)
Li = —k&—Ri+u+L,(i—1)
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ou il est d'usage de rajouter un chapeau sur les estimées. Noter que le parametre inconnu
p est rajouté a I’état avec comme équation p = 0. On parle souvent pour p d’identification,
p étant la valeur identifiée. En choisissant correctement les gains Ly, L, et L, les écarts
entre les estimées et les vraies valeurs tendent vers zéro. En effet la dynamique de 'erreur
(il est d'usage de noter avec un tilde les écarts entre les estimées et les grandeurs réelles)

p = L,
Jo = —p+(Ly+k)i
Li = (L, — R)i— k.

Il s’agit d'un systeme autonome donc les exposants caractéristiques sont les racines du
polynome de degré 3 suivant

X3 —

L, — k(L, + k L,k
LiRX2 4 ( W + )X _p )
L LJ LJ
Etant donné qu’en jouant sur les L,, L, et L,, on peut donner n’importe quelles valeurs

aux fonctions symétriques des racines, il est possible de les choisir comme 'on veut. Si
L,, L, et L, vérifient

i
=T T T
I 1 2 3
k(Ly, + k) .
—————— =1rirg +rirg + ror
LJ 172 173 213
L,k
—— = 1rTor
LJ 17273

alors les racines seront 7, 15 et r3. On peut choisir pour les poles d’observation [théoréme 15,
page 106] les valeurs suivantes

R /1 R W) k2
T :—Z(1+ —]_), ng—f(l— —1), rs = — L—J
Ce choix correspond aux échelles de temps caractéristiques du systeme en boucle ouverte.
Les valeurs p, @ et ¢ ainsi calculées convergent vers p, w et ¢, quelque-soit la loi horaire
t — u(t). Noter aussi que méme si la mesure de courant est bruitée (bruit haute fréquence
et centré autour de 0), I'observateur nous donne une valeur filtrée, i, sans déphasage et

qui n’élimine que le bruit.

2.4.3 Le controleur

A cause de ce qui précede, nous pouvons supposer maintenant w, p et ¢ connus et
élaborer le suivi de trajectoire. La sortie de Brunovsky est w (ici p n’est qu’un parametre
qui va intervenir dans le bouclage). On a

c&——k—zw—%b—%iu
- LJ L]  LJ

Donc le bouclage assurant le suivi de w, est obtenu en ajustant u de sorte que

O =& + (p1 +p2) (W — &) — prp2(w — wy)
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ou p intervient car w = k‘—;p. Les poles de suivi [théoreme 12, page 94 peuvent étre choisis
plus rapides que ceux de l'observateur (au aussi plus lents) :

= —2\/223(1 +v=1), py=-2 %(1 —/-1)

2.4.4 L’observateur-controleur

Partons maintenant des deux signaux, t — y(t), la mesure de courant et t — w,(t), la
référence de vitesse. Nous supposons pour simplifier que w, est C? par morceau (le moteur
ne peut pas suivre des références de vitesse plus irrégulieres)

Voyons quel algorithme causal nous avons pour calculer u. L’observateur est le systeme
dynamique '

b= L(i—y)
Jo = ki—p+ L,(i—y(t))
Li = —k&—Ri+u(t)+L(i—yt)).
La commande est alors obtenue en remplacant dans le controleur les variables par leur
estimées. Ainsi u(t) est solution du systeme linéaire

2 Rk k . ki —
__w——L—f——u:wr+(p1+p2)( J

Le principe de séparation? [section 4.5, page 107] assure alors la convergence du systeme
physique

Do) = pipa(@ — wy).

Jw = kit—p

Li = —kw—Ri+u
couplé a l'observateur-controleur: les estimées tendent vers les vraies grandeurs et la
vitesse w converge vers sa référence w, méme si cette derniere varie tout le temps.

2.4.5 Robustesse par rapport a la dynamique rapide du courant

Supposons, et c’est souvent le cas, que la dynamique électrique est nettement plus
rapide que la dynamique mécanique. Cela revient a dire que la self L est tres petite,
positive mais mal connue. Ainsi tout ce que 'on sait c’est que L = ¢ ou ¢ est un petit
parametre positif inconnu. Il est alors facile de voir que les perturbations singulieres
[section 3.5.1, page 73] s’appliquent ici: le systéme reste stable en boucle ouverte avec
une dynamique du courant convergeant immédiatement vers son régime quasi-statique
d’équation?

t=(u—kw)/R
et la dynamique lente de la vitesse étant alors

Jo=—(k*/R)w + (k/R)u — p.

2. On parle de principe de séparation car, pour les systemes linéaires, il est possible de traiter
séparément la construction de 'observateur et celle du contréleur. Ce n’est plus le cas en général pour
les systémes non linéaires (c.f. la commande adaptative).

3. On parle souvent d’équation de la couche limite. Historiquement, les systemes lents rapides ont été
mis en évidence par Prandtl dans I'étude des fluides peu visqueux et de leur profils de vitesse pres des
parois, la dérivée en temps étant alors remplacée par la dérivée en espace.
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Reprenons maintenant les calculs du controleur en repérant les petits diviseurs, i.e. les
divisions par notre estimation £ de L = ¢. La commande est solution de

k? Rk k kt—op

éjw_ éJhL éJUICJr‘f‘ (pl +p2)(T —wr) _p1p2(W—wr)-

Avec comme dynamique réelle

ou la vraie self L = ¢ reste petite et positive, nous avons en boucle fermée

W == (O + (p1 +p2)(W — W) — Prpa(w — wy)).

(LGN

Mais une petite erreur en valeur absolue sur ¢ = L peut étre grande en valeur relative.
Ici certaines divisions sont catastrophiques: g peut étre tres loin de 1. Aussi ce controleur
n’est pas robuste a ce type d’incertitude sur ¢ = L. On peut effectuer la méme analyse
pour 'observateur et obtenir les mémes conclusions.

Comment faire? Il suffit de rependre la synthese du controleur et de 'observateur sur
le modele lent. Nous avons alors un modele de commande qui ne dépend plus de ¢:

L= (u—kw)/R, Jio=—(k*/R)w+ (k/R)u — p.

Tout se passera alors bien [fin de la section 3.5.1, page 73]. Il suffit de remarquer que
puisque w = (u — Re)/k, la vitesse est indirectement connue en combinant la tension et
la mesure de courant. L’observateur aura la forme suivante :

p = Ly@—z(t)
Jo = —(K*/R)o+ (k/R)yu—p+ Lu(@ — 2(t))

ou la mesure z(t) = (u(t) — Ru(t))/k correspond a la vitesse w. Le suivi sera alors assuré
par u solution de

—(K*/R) + (k/Ryu — p = J(@, = (& — w,) /7).

La seule limitation est celle des gains Ly, L, et 1/7: ils doivent respecter les échelles de
temps du systeme et ne pas étre trop grands. Le modele de commande est un modele
approché. Il représente bien les dynamiques nettement plus lentes que celles du courant.
Aussi les dynamiques d’observation et de suivi doivent étre, elles aussi, nettement plus
lentes que celles du courant.

2.4.6 Boucle rapide et contrainte de courant

Il est important pour des raisons de sécurité de garantir un courant ¢ borné. Ainsi
nous avons comme contrainte
‘L‘ S lmax

OU lymazr > 0 est le courant maximum supporté par le variateur et le moteur. Les algo-
rithmes précédents ne garantissent pas le respect de cette contrainte d’état. Néanmoins, il
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est possible de prendre en compte cette contrainte en ne modifiant que le controleur de la
section précédente sans toucher a I'observateur. On considere donc un premier bouclage
grand gain en courant :

1

u=—Ri+u—ko+—-(t—1)

Ui
ol ¢ est une référence de courant et n tel que nR < 1. Un tel bouclage rend la dynamique
du courant stable et bien plus rapide que celle de la vitesse. Remarquer que méme si L
est petit, ce bouclage ne fait que renforcer la rapidité du courant sans le déstabiliser. En
effet on a

Li=ko—(R+1/n)(t—1)

et donc ¢ & ¢ est une tres bonne approximation. Ainsi la dynamique de la vitesse se réduit
a

Jw = ki —p.
Une justification mathématique de cette réduction reléve encore de la théorie des pertur-

bations singulieres.
La référence de courant peut alors étre calculée ainsi:

Jo, = J(O—w,)/T+P
k

L =

ou 7 > 0 est un temps nettement supérieur ’échelle de temps de la dynamique du courant,
i.e., 7> L/(R+1/n). Silaréférence de courant 7 ainsi calculée ne vérifie pas la contrainte
alors il suffit de la saturer en valeur absolue a t,,,, en préservant son signe. Il est facile de
voir qu’une telle saturation ne peut pas déstabiliser la vitesse. Elle assure de fait le suivi
au mieux de la référence w;,.
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Chapitre 3

Systemes dynamiques explicites

Dans ce chapitre nous rappelons quelques résultats fondamentaux nécessaires a 1’étude
des équations différentielles ordinaires explicites, & = v(x): existence et unicité des so-
lutions, comportements asymptotiques pour des temps grands. La théorie des équations
différentielles ordinaires permet d’étudier de nombreux processus d’évolution déterministes,
finis et différentiables. Nous exposons ici les principales notions indispensables a 1’étude
de tels systemes. Ces notions sont a la base de la théorie des systémes dynamiques dont
I’objet principal est I'analyse qualitative des solutions sur de longs intervalles de temps.
La difficulté principale vient du fait que, dans le cas général, nous ne connaissons pas la
solution générale de tels systemes.

Ce chapitre reprend des éléments du cours de tronc commun [2]. Pour une présentation
intrinseque nous renvoyons au cours de calcul des variations [6]. Sauf cas contraire, les
démonstrations des résultats ci-dessous se trouvent dans [3] ou [12].

3.1 Espace d’état, champ de vecteurs et flot

Nous commengons par introduire les notions d’espace d’état (on parle aussi d’espace
des phases), de champ de vitesse et de flot sur un exemple simple. Puis nous abordons le
cas général avec les justifications mathématiques qui conviennent.

3.1.1 Un modele élémentaire de population

Considérons une population de = micro-organismes (z grand) dans un milieu nutritif
favorable (un fermenteur par exemple) et avec une vitesse de reproduction proportionnelle
a x (cette condition est une bonne approximation tant que la nourriture est suffisante,
tant que les micro-organismes ne meurent pas, ... ).

Ce processus est décrit par I’équation différentielle de bilan suivante :

dx

— = U 3.1

il (3.1)
ou u est la vitesse spécifique de reproduction (u est une constante positive exprimée par

exemple en 1/h). z est la grandeur caractéristique du systeme, son état: il appartient
a Pensemble des réels positifs [0, + oo[, I’espace d’état, appelé aussi espace des phases
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pour des raisons historiques!. px est la vitesse d’évolution : elle résulte des hypotheses de
modélisation.

Nous voyons qu’il n’est pas nécessaire de connaitre les solutions de (3.1) pour connaitre
explicitement la vitesse d’évolution. Il suffit de connaitre la position x dans ’espace d’état,
i.e. I’état. Il est alors naturel d’introduire la notion de champ de vecteurs vitesse: le
champ de vecteurs vitesse est I’application qui a chaque point x de I'espace d’état fait
correspondre le vecteur vitesse v(x) (ici v(z) = px) d’évolution du phénomene.

La modélisation se décompose donc en deux étapes:

étape 1: se donner un espace d’état convenable qui permette de caractériser le systeme
a chaque instant par un point dans cet espace;
étape 2: décrire quantitativement I’évolution de proche en proche du systeme par un
champ de vecteurs vitesse et en donner une expression calculable en fonction de la
position x dans l'espace d’état.
A partir d’'une population initiale xy au temps ¢ = 0, la résolution explicite de (3.1)
conduit a la loi horaire

() = exp(ut)zo.
On constate alors les points suivants, également vrais pour les systemes généraux différentiables :

— deux solutions ayant la méme condition initiale xy sont identiques (unicité de la
solution) ;

— par une condition initiale xy passe une solution (existence pour des intervalles de
temps fini).
Pour chaque instant ¢, 'application

¢r [0, +00] — [0,4+ o]
x — exp(ut)x

est une bijection réguliere (il est d’usage de dire difféomorphisme) de l'espace d’état
([0, + oo]) dans lui méme et (¢;)' = ¢_;. Remarquons aussi que ¢; o ¢s = ¢p, et
¢o = I (I est I'identité). Ainsi, ensemble G = (¢;)icr est un groupe a un paramétre de
difféomorphismes. 11 est d’usage d’appeler flot? ce groupe {¢;}. On appelle trajectoires,
les courbes de l'espace d’état ¢,(x) paramétrées par le temps t.

La connaissance du flot {¢;} entraine la connaissance du champ de vecteurs vitesse.

En effet
d

oe) = e = gl (@)

1. L’espace des phases a été introduit par H. Poincaré en mécanique. Le mouvement d’un systeme
mécanique autonome a n degrés de liberté (espace des configurations) est entierement caractérisé par un
point dans un espace des phases de dimension 2n. Par exemple, la I'orientation d’un solide en rotation
autour d’un point fixe est repérée par les 3 angles d’Euler (espace des configurations SO(3), 'ensemble
des rotations de I'espace euclidien physique R?), alors que sa dynamique, i.e. son évolution au cours du
temps est caractérisée par sa position et sa vitesse initiale, i.e. les trois angles d’Euler et les trois vitesses
instantanées de rotation. Dans cet exemple, 'espace des phases est de dimension 6 (le fibré tangent
de SO(3)). Nous renvoyons le lecteur intéressé par ces notions au remarquable livre de V.I. Arnol’d [4]
ainsi qu’au cours de calcul des variations [6].

2. Le terme “flot” vient d’une analogie cinématique avec ’écoulement stationnaire d’un fluide: si xg
est la position d’'un élément de fluide & I'instant ¢t = 0, ¢+(x0) est la position de 1’élément de fluide &
Iinstant ¢ lorsque chaque élément de fluide de position x est soumis & la vitesse d’écoulement v(z).
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Nous voyons donc qu’il est équivalent de se fixer le champ de vecteurs vitesse ou le flot :
I'un permet la détermination de l'autre et réciproquement. Plus généralement, a tout
groupe a un parametre de difféomorphismes est associé une équation différentielle par la
relation précédente.

Nous avons directement sur le flot {¢;} les comportements des solutions de (3.1)
lorsque ¢ devient grand en valeur absolue:

— si zg = 0 alors ¢;(xo) = 0 pour tout ¢t € R;

— s zg > 0 alors ¢y(zg) — +oo quand ¢ tend vers +o00 et ¢y(xg) — 0 quand ¢ tend

vers —oo.

Ce type de renseignement sur le comportement asymptotique des solutions n’est pas
évident a priori pour un champ de vecteurs vitesse v(z) quelconque. Ici réside I'une des dif-
ficultés majeures: la modélisation fournit principalement I’espace d’état et le champ v(x)
sur cet espace alors que les réponses aux questions qualitatives sont fournies par le
flot {¢;}. Dans le cas général, il est extraordinairement difficile de déduire, de la connais-
sance du champ de vecteurs vitesse, des propriétés globales relatives au flot et aux com-
portements asymptotiques d’ensembles de solutions.

3.1.2 Existence, unicité, flot

F1G. 3.1 — champ de vecteurs vitesse v(x) sur un domaine U contenu dans R™.

Les résultats d’existence et d’unicité sont locaux en temps et en espace. Aussi peuvent-
ils étre énoncés pour un systeme différentiel du type

dz
pri v(z) (3.2)

ou x = z(t) appartient & un ouvert U (un ouvert de ’espace d’état paramétré par les coor-
données locales x) de R™ et v est une application réguliere de U dans R". L’application v
est appelée champ de vecteurs (vitesse), c.f. figure 3.1.

Comme v ne dépend pas du temps, le systeme est dit autonome. Tout systeme non

x
autonome i v(x,t) peut étre vu comme une partie d’un systéme autonome de plus

grande dimension. Il suffit de poser Z = (z,t) et 0(Z) = (v(z),1) et de considérer le systeme

étendu Z—j = 0(x).
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Théoréme 1 (existence et unicité) Considérons le systeme (3.2) et supposons le champ
de vecteurs v continument dérivable sur U. Pour tout xo dans U, il existe a < 0 < b réels
et une unique solution
¢.(xo) :]ab] — U
t — (o)

satisfaisant (3.2) avec x(0) = xo (¢o(z0) = x0).

L’hypothese de dérivabilité de v peut étre affaiblie en supposant v localement lipschi-
tzienne (|lv(z) — v(y)|| < Kljz — y|| avec K constante de Lipschitz). Cette hypothese
de régularité sur la variation de v est indispensable pour 'unicité. En effet, I’équation

x
scalaire — = 22/® admet deux solutions distinctes ayant la méme condition initiale 0:

t—0ett—t3/27.

L’intervalle de temps |a,b| dépend a priori de xg. Si x¢ évolue dans un compact de U, il
est possible de borner inférieurement |a| et b. Ce qui permet de considérer tout un ensemble
de conditions initiales et ainsi de définir le flot. Le théoreme 1 assure 'existence d'une

FiG. 3.2 — transport d’un ensemble V' par le flot ¢,

solution sur un petit intervalle de temps autour de 0. En raison de 'unicité, deux solutions,
qui coincident au moins en un point, sont nécessairement égales. Comme l'illustre la
figure 3.3 deux trajectoires distinctes d’un systeme autonome ne peuvent ni se recoller, ni
se croiser. Cette propriété est tout a fait importante. Elle permet de définir la notion de

7ﬂon_!/

F1G. 3.3 — jonction, tangence et intersection entre deux trajectoires différentes sont im-
possibles.

'
non non !

courbe intégrale maximale, d’orbite (c.f. figure 3.5) et de flot.
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Définition 1 (flot, trajectoire, orbite, portrait de phase) Le champ de vecteurs v
est appelé générateur infinitésimal du flot ¢, : U — U défini par

d
7 (8@l = v(6:(2)) et Go(z) ==

pour x € U et T entre 0 et t.

Ax €U fixé, la courbe paramélréet — ¢.(x) est appelée trajectoire. Le lieu géométrique
{oe()}¢ est appelée orbite ou encore courbe intégrale passant par x. La partition de [’es-
pace d’état en orbites est appelé portrait de phase.

Il faut noter que, pour = dans U, ¢;(z) est toujours défini pour ¢ proche de 0. Le flot
¢, satisfait a des propriétés de groupe (lorsque les opérations sont définies): ¢y = I et
¢1 0 Ps = Pprs. Ainsi x — ¢y(x) a pour réciproque z — ¢_(x).

Az

Fi1G. 3.4 — le pendule ponctuel.

Un pendule ponctuel de longueur [, soumis a une gravité g et d’angle 6 par rapport a
la verticale (c.f. figure 3.4) obéit a I’équation du second ordre
d?0 9 no
— = —= sinf.
dt? [
Cette équation différentielle se met sous la forme d'un systeme du premier ordre ayant

deux équations

% =w, C;—C: = —% sin ¢ (3.3)
et deux inconnues z = (f,w). L’espace engendré par x correspond au cylindre S! x R,
produit cartésien du cercle S! et de la droite réelle R (angle 6 est défini a 27 pres et la
vitesse angulaire varie de —oo & +00). ¢;(6,w) € S' x R admet donc deux composantes:
elles correspondent a ’angle et a la vitesse du pendule a l'instant ¢ sachant qu’a I'instant
0 I'angle était 6 et la vitesse w.

Définition 2 (intégrale maximale) Pour une condition initiale x fixée, il est possible de
choisir intervalle de temps |a,b], sur lequel la solution ¢(x) peut étre définie, le plus grand
possible : il correspond au prolongement mazimal dans le passé (t < 0) et dans le futur (t > 0)
de la solution passant par x at = 0. On appelle intégrale mazimale une telle solution. Une orbite
correspond donc a l’ensemble des points de l’espace d’état décrit par une intégrale maximale. On
porte habituellement sur le dessin d’un portrait de phases le sens de parcours des orbites.
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courbe inlégrale sur [a, /;: courbe intégrale maximale

S R NS

prolongement

Fia. 3.5 — exemple de prolongement mazimum dans le passé et dans le futur d’une courbe
intégrale.

Les cas ou l'intervalle ]a,b] de définition d’une intégrale maximale n’est pas R tout entier
sont essentiellement les suivants (c.f. figure 3.6):

— explosion en temps fini (la norme de la solution part vers l'infini) : ’exemple de base est
’U(IE), ¢t( ) ) ¢t(x) t—l/IE

le suivant U = Ret — ==z
alors 'intégrale maximale passant par x est définie sur | — co,1/x[;

p pour z # 0;sixz >0

— la courbe intégrale arrive sur le bord du domaine U, en un temps fini, en un endroit ou
le vecteur vitesse v(z) pointe soit vers l'extérieur de U (on dit que v est sortant) soit
vers l'intérieur de U (on dit que v est rentrant) selon que l'on a b # 400 ou a # —oo,

respectivement.
\J ‘ |
arrét sur le bord

explosion en tcmpc fini
(arrét sur oo)

F1a. 3.6 — les deux cas d’arrét en temps fini d’une trajectoire.

Les principaux cas ou les courbes intégrales sont définies sur un intervalle de longueur infinie
sont (figure 3.7):

— soit U = R™ et Duv, la matrice jacobienne de v, est bornée sur R" (évite les phénomenes
d’explosion en temps fini); soit U est un domaine borné de R™ et le champ de vecteurs
vitesse est tangent sur le bord de U (cas ou v est nul sur le bord par exemple) ; dans les
deux cas a = —c0 et b = +00;

— si U est un domaine borné de R” et si le champ de vecteurs est rentrant dans U, alors b =
+00.

— U est une variété compacte.

Proposition 1 (dépendance réguliére par rapport aux conditions initiales) Soit
le systeme (3.2) avec v continiment dérivable et {¢;} le flot associé. Pour tout t, x — ¢(x)

est C1. Sa dérivée, notée D, ¢y(z) (la matrice n X n ( [94):

)) est solution de ’équation
Ox;
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trajectoire sur [0, 400 frajectoire sur | — 00, o0

F1a. 3.7 — courbes intégrales sur des intervalles de temps infinis.

différentielle matricielle (premiére variation)

d
7 (De0u(@))ir = Dav(67(2) Datsr(2)

avec comme condition initiale D, po(x) = I,,. De plus Dyoi(x) - v(x) = v(p(x)).
Si v dépend régulierement d’un paramétre X (v = v(z,\)) alors le flot de v(-,)\), {¢7}
dépend aussi régulierement de \ et on a

d

i (Dad?(x)),_. = Dyv(¢(x),A) Dag(x) + Dav(dp(z),\)

avec comme condition initiale Dy¢y(z) = 0.

Pour retrouver ces relations, il suffit de dériver par rapport a x et A les relations
définissant le flot,

((bt Noer = v(07(2)N), dp(x) =

Montrons comment faire les calculs sur I'exemple (3.3) du pendule. Prenons des nota-
tion pour les deux composantes du flot :

oe(0w) = (0:(0,w), 2 (0w)).

On veut alors calculer les dérivées partielles de © et ) par rapport a 0 et w, i.e., la matrice
jacobienne :

Digupe = (35 %:2)

Chaque colonne de cette matrice vérifie la méme équation différentielle; seules les condi-
tions initiales changent. Pour la premiere colonne, on obtient cette équation différentielle
en dérivant (3.3) par rapport a 6:

o (7 o (2
BB AP I s(eu0w) o
a o0 ar 1 I g

Les deux inconnues sont ‘?9—(2 et ‘?9—2. Elles admettent comme conditions initiales 1 et 0 res-
pectivement. Noter que les quantités 6 et w sont des parametres fixes ici et que 6,(0,w)
et 4(0,w) sont considérées comme des fonctions du temps uniquement.
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Ces notations sont assez lourdes. Pour faire les calculs, on leur préfere des notations
moins rigoureuses mais bien plus commodes 66 et dw. Elles permettent d’obtenir rapide-
ment I’équation différentielle ordinaire satisfaite par les dérivées partielles précédentes :

@ = dw, % = —% cos(6(t)) 06
ou on a remplacé O;(fw) par 6(t) qui maintenant correspond a la valeur courante de
I’angle. Cette équation correspond tout simplement au terme du ler ordre en 06 et dw
dans (3.3) lorsque l'on remplace 6 et w par 6 + 60 et w + dw. Ce qui explique le nom
de "premiere variation” donné a cette équation différentielle linéaire en (06,0w). Ainsi en
méme temps que l'on calcule une solution (0(t),w(t)) de (3.3) on peut ainsi calculer sa
variation au premier ordre par rapport a une erreur de condition initiale (§6y,0wp). Avec
(06p,0wp) = (1,0) (resp. (660,0wp) = (0,1) on obtient les dérivées partielles en 6 (resp. w).

Exercice 1 Quelle est I’équation différentielle (avec sa condition initiale) vérifiée par la
dérivée par rapport a l des solutions de (3.3).

Nous voyons donc que deux trajectoires ¢;(x) et ¢(y), ayant des conditions initiales
voisines (||x — y|| petit), restent voisines I'une de I'autre sur un intervalle de temps borné
([oe(x) — ¢e(y)]| reste petit pour 0 <t < b, b < +00).

Plus précisément, on a l'estimation a priori suivante (pour une démonstration voir [12]).

Proposition 2 Si la norme de la matrice jacobienne Dyv (norme matricielle issue de la norme
sur les vecteurs de R™) est bornée sur U par une constante K alors, pour x ety dans U,

1¢e(x) = ¢e(y)ll < ||z — yll exp(KT).

Comme l'illustre la figure 3.8, rien ne dit que pour des temps grands, t > 1/K, les tra-
jectoires restent encore voisines si elles le sont au départ. La majoration précédente peut tres
bien étre une bonne approximation de ’écart entre deux trajectoires: la divergence est alors
effectivement exponentielle sur des temps longs. Cette divergence peut étre aussi interprétée
comme une sensibilité importante par rapport aux conditions initiales. Cette propriété est I'une
des caractéristiques des systemes instables et dits chaotiques.

F1G. 3.8 — sensibilité aux conditions initiales du flot {¢p}.

Soit y = f(z) un changement (local) de coordonnées sur U (par exemple le passage de
coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires dans le plan). Autrement dit f : oz — y =
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f(z) est un difféomorphisme local. Alors, I’équation différentielle (3.2) devient dans les nouvelles
variables y

dy of _
W (%)Hy) o7 (@) = wly). (3.4)

I1 est alors clair que le flot 94(y), de générateur infinitésimal w(y), est relié au flot ¢.(z), de
générateur infinitésimal v(z), par la relation

Yi(f(2)) = f(e(x)),

soit ¢y o f = f o ¢ pour chaque t.

Nous allons voir que, autour d’un point ot la vitesse v est non nulle, la structure locale du flot
(i.e. des trajectoires) est particulierement simple: comme lillustre la figure 3.9, un changement
de variables sur = (changement de coordonnées locales) permet de redresser le champ de vitesse
en un champ constant arbitraire.

o
y=fl)
Y @—m
changementis de variables P—

Fi1a. 3.9 — structure locale du flot la ou le champ des vitesses est non nul.
On a le théoreme suivant, dit théoreme de redressement.

Théoréme 2 (redressement) Soita dans U tel que v(a) # 0. Alors, il existe un difféomorphisme
local f autour de a, y = (y1,...,yn) = f(x), qui transforme ’équation différentielle (3.2) dans
la forme normale suivante :

d dyp— dyn,
ﬂ_o yl_oi

=0 ... = =L
dt dt dt

La preuve de ce résultat est particulierement simple si 'on fait une figure et que I’on raisonne
géométriquement :

Preuve On peut supposer a = 0. Une fois que 'on a compris la construction de la figure 3.10,
la preuve devient trés simple. Il suffit d’introduire un hyperplan ne contenant pas v(0), passant
par 0 et dont la direction est définie par les vecteurs (eq,...,e,—1) associés aux n — 1 premieres
coordonnées de z (quitte a permuter des composantes de x, c’est toujours possible). Les nouvelles
variables ¥y, qui mettent le systeme localement sous la forme normale du théoreme, sont alors

données par f = g~ ! avec

g y= (yl)”'ﬂynflayn) — I = ¢yn(yl,--~a?/n—1’0)

ou ¢ est le flot de v. Le fait que g soit un difféomorphisme local résulte aussitot du théoreme
d’inversion locale. Par construction, la matrice jacobienne de g au point y = 0 est inversible. m
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~\¢ya (07 03 0)
e

surface ¢y, (0z122)

plan 0z,

F1G. 3.10 — preuve du théoréme de redressement dans R3

[
. ] - n
cylindre S§' x R '
.
.

tore 7% = S! x §!

F1G. 3.11 — espaces d’état les plus courants qui ne sont pas des ouverts sans trous (i.e. simple-

ment connezes) de la droite R ou du plan R?.
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3.1.3 Remarque sur 'espace d’état

Dans les définitions précédentes, nous avons supposé que l'espace d’état est un ouvert U
de R™. Or, pour une vision globale du flot, et en particulier des comportements sur de grands
intervalles de temps du systeme, on est souvent obligé d’introduire la notion de variété d’état.
Une variété abstraite peut étre vue comme une mise bout a bout globalement cohérente d’ouverts
de R™ correspondant, au moyen de coordonnées locales, a des petits morceaux (voisinages) de
la variété (pour une définition mathématique d’une variété différentiable voir [3]). La notion de
variété différentiable a pour origine ’étude des courbes (variété de dimension 1) et des surfaces
(variété de dimension 2). La figure 3.11 rappelle les prototypes les plus classiques de variétés de
dimension 1 et 2:

— S, le cercle, est le prototype des courbes fermées (orbite périodique) et donc apparait trés
souvent au cours de I’étude de comportements périodiques.

— Le cylindre S! xR est la variété d’état naturelle du pendule plan : & chacun des points (6,w)
du cylindre S! x R est associé un vecteur vitesse, tangent au cylindre (c.f. figure 3.12) au
point considéré. La dynamique est alors déterminée par un champ de vecteurs tangents
au cylindre.

v(f,w) = ( _g/‘;;sinﬂ )

Fic. 3.12 — l'espace d’état du pendule est le cylindre, (0,9 = w) € SY'x R, et le vecteur
vitesse v(0,w) est tangent au cylindre.

— Le tore T? = S' x S! apparait naturellement lors de I’étude de deux oscillateurs.

— Bien que le tore T? ait la méme dimension que la spheére S?, il n’est pas possible de
faire correspondre globalement de facon réguliere et biunivoque les points de T2 et ceux
de S? (il est instructif d’essayer)®. Cette impossibilité est d’ordre topologique. Elle a
des conséquences sur ’aspect global des champs de vecteurs tangents et sur les flots.
Par exemple, il est possible de construire sur le tore T2 un champ régulier de vecteurs
tangents ne s’annulant jamais, alors que c’est impossible pour la sphere S? (probleme dit
du hérisson).

3. Contrairement aux notations, ici trompeuses, S* x S n’est pas égal (difféomorphe) & SZ.
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3.1.4 Résolution numérique

Nous ne rappelons ici que des faits tres élémentaires. La premiere idée qui vient a
I'esprit est la récurrence suivante:
n+1

T —

ou zx, serait une approximation de z a l'instant ¢ = n At. Ce schéma est connu sous
le nom de schéma d’Euler explicite. 11 est d’ordre 1. Il est convergent. La convergence
signifie ici la chose suivante: connaissant la condition initiale 2° & ¢ = 0, la solution
x(t) ent =T > 0 (quand elle existe) est alors la limite quand n tend vers +o0o de z},
(2%, = 2%) ou At = T/(n — 1) dépend de n. La convergence n’est pas une propriété
évidente a démontrer. Elle n’est pas directement reliée a l'ordre. Un schéma d’ordre 10
peut tres bien étre divergent et donc inutilisable. La difficulté vient du fait que plus le
pas At est petit, plus le nombre d’itérations pour atteindre le temps final T est grand.
Le schéma d’Euler implicite correspond a la récurrence suivante
Ta — A (]
A v(ras ).

Calculer x’KtFl nécessite la résolution d’une équation implicite et donc la mise en oeuvre

de techniques type algorithme de Newton. Les calculs sont donc plus lourds. Ce schéma
d’ordre 1 est convergent.

Les schémas implicites sont bien adaptés aux systémes raides, c’est a dire, aux systemes
lents/rapides qui comportent une grande diversité d’échelles de temps, les échelles les plus
rapides étant stables (c.f. la section sur la théorie des perturbations ci-dessous). En effet,
il n’est nécessaire d’avoir un pas de temps At plus petit que 1’échelle de temps la plus
rapide comme c’est le cas pour les méthodes explicites. Aussi il peut étre plus économique
d’effectuer peu d’itérations avec un At assez grand (sachant que chaque itération cotte
assez chere) plutot que beaucoup d’itérations avec un At tres petit.

Prenons un exemple:

&=—x/T+y, y=-y/e

(T >> € sont deux parametres positifs). Le schéma d’Euler explicite donne la récurrence

2" = (1 - At/7) 2™ + At y"
yr = (1= Atfe) y"

Cette récurrence est stable si At < 2e. Le schéma implicite conduit a (la résolution est
facile)

anrl . ]' l'n—i- At n
T 1+ At 1+ At Y
1

n+1: n
Y 1+At/€y ’

récurrence stable pour tout At > 0. Par exemple At ~ 7/10 donne déja une bonne
approximation de la solution du systeme a des échelles de temps de 1'ordre de 7. Nous
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renvoyons le lecteur a [21] ou sont présentées les méthodes numériques les plus classiques
comme celle de Gear (prédicteur-correcteur) pour résoudre les systeémes raides.

Exercice 2 Pour un systéme & = v(x) avec v régulier, montrer la convergence du schéma
d’Fuler explicite.

3.1.5 Comportements asymptotiques

Fi1c. 3.13 — exemple de point d’équilibre, le col.

La ou la vitesse est non nulle, la structure locale du portrait de phases est tres simple
(théoreme de redressement): dans les bonnes coordonnées, les orbites sont des droites
paralleles. En revanche, la ou la vitesse s’annule, le portrait de phases peut étre nettement
plus compliqué. Pour s’en convaincre il suffit de comparer la figure 3.9, avec la figure 3.13.
L’une des raisons essentielles de cette différence est que, pour étudier la structure des
orbites autour d’un point ou le vecteur vitesse s’annule, il faut considérer des intervalles
de temps non bornés, contrairement au cas ou la vitesse est non nulle.

Définition 3 (point d’équilibre) Les points T ot le champ de vitesse v s’annule sont
appelés points critiques, ou points d’équilibre. Ils correspondent a des points fixes du
flot : ¢(T) =T pour tout t.

Exercice 3 Quels sont les points d’équilibre du pendule (3.3)?

Un point d’équilibre est une trajectoire particuliere. Une autre trajectoire particuliere
est la trajectoire qui se referme sur elle-méme (c.f. figure 3.14).

Définition 4 (orbite périodique) On appelle cycle, ou trajectoire périodique, ou en-
core orbite périodique, une trajectoire ¢(x) qui n’est pas réduite a un point et telle qu’il
existe T > 0 vérifiant ¢r(x) = x. Le plus petit réel T' strictement positif tel que ¢r(x) = x
est appelé période. Elle est indépendante du point x pris sur la trajectoire.

Les points d’équilibre et les orbites périodiques sont des exemples de sous-ensembles
invariants dont la définition est donnée ci-dessous.
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FiG. 3.14 — le cycle limite attracteur.

Définition 5 (ensemble invariant) Soit A un sous-ensemble de l'espace d’état U. A
est dit invariant (resp. positivement invariant) par le flot ¢y, si, pour tout t dans R (resp.
dans [0, + 0o|), ¢(A) est inclus dans A.

D’autres exemples d’ensembles invariants sont fournis par les hypersurfaces de niveau
d’une fonction réelle de 'espace d’état qui reste constante le long des trajectoires, i.e. une
intégrale premiere.

Définition 6 (intégrale premiere) On appelle intégrale premiére, une fonction C* h :
d
U — R telle que E[h(qﬁt(x))] = 0 pour tout = dans U et pour tout t. Cette condition est

équivalente a D h(x)-v(z) = 0 pour tout x dans U (ce qui évite de connaitre explicitement
le flot). Ainsi les hypersurfaces de niveau, {x € U : h(x) = ¢} avec ¢ constante réelle,
sont invariantes par le flot.

Géométriquement (c.f. figure 3.15) le champ de vitesses v est tangent aux hypersurfaces

de niveau?.

espace vectoriel tangent

"

hypersurface h = cte

F1G. 3.15 — h est une intégrale premiére de d—f = v(x) lorsque le vecteur v(x) est tangent
aux hypersurfaces de niveau h = cte.

4. En ’absence de point critique de A ou Vh s’annule.
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Exercice 4 (intégrale premiére du pendule) Montrer que (3.3) admet comme intégrale
premiére %wQ — g/lcosO. En déduire l’équation des orbites. Dessiner l'allure du portrait
de phase sur le cylindre S' x R.

Exercice 5 (intégrale premiére et énergie) Les systémes mécaniques holonomes par-
faits (sans frottement) obéissent aux équations de Lagrange :

d(oLy_oL . .
dt\dg )~ dg

ot ¢ = (qu,...,qn) sont les coordonnées généralisées et L(q,q) = T(q,q4) — U(q) est le
lagrangien, différence entre [’énergie cinétique T' = Z” a;;(q)diq; et U'énergie potentielle
U(q). Montrer que l'énergie H =T + U est une intégrale premiére du systéme.

La notion d’intégrale premiere s’étend aux systemes dynamiques régis par des équations
aux dérivées partielles (EDP). Ces systemes sont dits de dimension infinie car leur espace
d’état, un espace fonctionnel, est de dimension infinie. L’exercice qui suit en est une
illustration.

Exercice 6 (intégrale premiére pour les EDP) La dynamique d’un fluide parfait in-
compressible dans une cavité @ C R? obéit auzx équations d’Euler

IV, =0V, ap
iy — =123
o T o T

j=
3 a‘/z

3
Z Vin; = 0 sur 02
i=1

ot x = (x1,x9,x3) sont des coordonnées cartésiennes, V(x,t) = (V1,Va,V3) le champ des
vitesses (I’état du systeme), p la pression, n = (ni,ng,n3) la normale extérieure a la
frontiere 0S). Montrer que l’énergie cinétique

1
T=3 /(Vf +VE V) (at) da
Q

est constante si V' vérifie les équations d’Euler.

Un prototype d’ensemble positivement invariant, trés lié aux systemes dits dissipatifs, est
schématisé sur la figure 3.16. Soit K un sous-ensemble fermé et borné (compact) de U dont le
bord JK est régulier (morceaux d’hypersurfaces). Si le champ de vitesse v est rentrant dans K,
alors K est positivement invariant, i.e. ¢;(K) est contenu dans K pour tout ¢ > 0. Il est alors
naturel de considérer ’ensemble résiduel, lui aussi invariant, que 1’on obtient par le flot a partir
de K lorsque t tend vers +o00: A = ﬂqbt(K),

>0

Ce cas type est & la base de la notion intuitive d’attracteur: ce vers quoi les trajectoires
tendent lorsque le temps devient grand. Cette notion est difficile a définir d’une maniere mathéma-
tiquement rigoureuse. Nous contenterons ici de la définition d’ensemble attracteur
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Fia. 3.16 — exemple d’ensemble invariant K pour les temps positifs.

Définition 7 (ensemble attracteur) Un sous-ensemble fermé A de Uespace d’état est un en-
semble attracteur s’il existe un ouvert V de l’espace d’état contenant A tel que, pour tout x
dans V', ¢i(x) € V pourt >0 et ¢py(x) — A lorsque t — +oo.

3.1.6 L’étude qualitative ou le contenu des modeles

Les résultats précédents (existence et unicité des solutions, théoreme de redressement)
sont de nature locale en espace et en temps. Ils ne disent rien sur le comportement des
solutions lorsque le temps devient grand. Les équations de Lorenz,

( d[L‘l
— = Ss(—z1+=x
ddt (=21 4 2)
{5
— = rI] — Ty — 1T
ddt 1 2 1T3
I3
— —bxrs + x122.
| ar 3 122

sont d’apparence tres simples, bien que, pour s = 10, r = 28 et b = 8/3, 'allure des
solutions, sur de grands intervalles de temps, soit tres irréguliere.

En général, 'objectif de la commande est d’éviter ce type d’instabilités et de comporte-
ments asymptotiques tres irréguliers. Au contraire, nous cherchons a stabiliser le systeme
autour d'un point ou d’'une trajectoire. Nous abordons maintenant un cas élémentaire :
les trajectoires convergent vers un point stationnaire (le régime limite du systéme est un
point stationnaire).

Les développements qui suivent sont limités a quelques outils analytiques caractérisant
la stabilité d'un point d’équilibre (valeurs propres du linéarisé tangent et fonction de
Lyapounov). A cette occasion, on introduit la notion fondamentale d’hyperbolicité pour
un point d’équilibre.

3.2 Points d’équilibre

Un point d’équilibre du systeme continu (3.2) correspond a ce que 'on appelle aussi un
régime stationnaire. La question de la stabilité se pose alors en des termes tres simples:
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N /1

m
équilibre stable # =0 équilibre instable 6 = 7

Fic. 3.17 — les deux positions d’équilibre du pendule.

si I'on écarte le systeme de 1’équilibre, y reviendra-t-il? Ou encore: une petite pertur-
bation, qui ¢loigne légerement le systeme de son régime stationnaire, peut-elle avoir des
conséquences importantes et étre amplifiée au cours du temps?

3.2.1 Stabilité et fonction de Lyapounov

Prenons le pendule (3.3). Tout le monde connait ses deux positions d’équilibre (fi-
gure 3.17) : celle du bas, 6§ = 0, est stable (un petit écart n’entraine que de petits effets)
et celle du haut, § = 7, est instable (un petit écart entraine de grands effets). Si I'on tient
compte du freinage de 'air, il est clair que 1’équilibre du haut reste instable. L’équilibre du
bas reste stable mais avec en plus un amortissement au cours du temps des petits écarts.
On dit alors que l'équilibre du bas est asymptotiquement stable: au bout d’un certain
temps, qui peut étre grand si le freinage de 'air est faible, le pendule devient immobile
(physiquement).

Ces questions de stabilité ont été étudiées par A.M. Lyapounov qui en a donné une
définition assez générale englobant de nombreux systémes physiques [16].

Définition 8 (stabilité locale) Un point d’équilibre T de (3.2) est stable au sens de
Lyapounov si, pour tout € > 0, il existe n > 0 (dépendant de € mais indépendant du
temps t) tel que, pour tout x vérifiant |z — || <, ||¢e(x) — Z|| < & pour tout t > 0.

Dans un langage plus imagé : un petit déséquilibre initial n’entraine qu'un petit déséquilibre
au cours du temps, déséquilibre qui peut tres bien étre permanent.

Définition 9 (stabilité asymptotique locale) Un point d’équilibreT de (3.2) est asymp-
totiquement stable au sens de Lyapounov s’il est stable au sens de Lyapounov (c.f. définition 8)
et si de plus, pour tout x suffisamment proche de T, tliin o(z) =T

Remarquons que ces définitions sont locales en espace: elles concernent uniquement les
orbites voisines d'un point d’équilibre.

Revenons au pendule (3.3) et supposons que le freinage de l'air soit proportionnel a
la vitesse angulaire w = 6. La dynamique du pendule est alors décrite par

do d,

priakl d_c::_% sinf — aw (3.5)
ol a > 0 est le coefficient de frottement avec I'air divisé par la masse du pendule. L’énergie
mécanique du pendule est proportionnelle a la fonction V(0,w) = w?/2 — (g/1)(cosf — 1)
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H‘: w
, i fonction de Ly ¢
w onction de Lyapounov
v(&w]:(i @inﬁ/lfmu) ™ 2
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F1G. 3.18 — stabilité asymptotique de ’équilibre du bas (0 = 0 , w = 0) du pendule en
présence de frottement (portrait de phases local).

(I’énergie mécanique de ’équilibre du bas (6,w) = 0 est prise égale a 0). La présence de
frottement implique physiquement une dissipation d’énergie. Elle se traduit ici par le fait
que V décroit le long des trajectoires,

av 9
— =—aw”" <0
dt -
le travail des forces de frottement est négatif.
V' est appelé fonction de Lyapounov du systeme. L’intérét d’une telle fonction est
qu’il n’est pas nécessaire de résoudre explicitement ’équation différentielle (3.5) pour en
déduire la stabilité de 1’équilibre d’en bas. Contenu du fait que

V(hw) =~ w?+ (g/20)6?

pour (f,w) proche de 0, les ensembles {(0.w) : V(0,w) < e}, avec &€ > 0 petit, s’emboitent
les uns dans les autres autour de 0. La relation V' < 0 signifie géométriquement que le

champ de vecteurs,
w
(Ow) — ( —g/lsinf — aw ) ’

est rentrant dans cette famille d’ensembles emboités. On obtient ainsi la figure 3.18 qui
montre clairement que 1’équilibre inférieur est asymptotiquement stable au sens de Lya-
pounov.

Les développements des deux paragraphes précédents peuvent étre rendus parfaite-
ment rigoureux et correspondent a ce que l'on appelle premiere méthode de Lyapou-
nov ou encore méthode directe. Ils s’appuient sur les deux résultats généraux suivants
(démonstration dans [16]).

Théoréme 3 (1ére méthode de Lyapounov, invariance de Lasalle) Soient (3.2) avec
U =R" (pour simplifier) et une fonction C', V : R™ — [0, + ool telle que:

— si x € R" tend vers l'infini en norme, V(x) tend aussi vers linfini;

av
— V décroit le long de toutes les trajectoires, ' < 0.
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Alors, toutes les trajectoires sont définies sur [0, + oco| et convergent asymptotiquement
vers le plus grand ensemble invariant (c.f. définition 5) contenu dans l’ensemble défini
par D,V -v = 0.

Une fonction V' vérifiant les hypotheses du théoreme 3 est appelée fonction de Lya-
pounov (globale). Le principe d’invariance consiste simplement a écrire le systeme sur-
déterminé suivant,

t=wv(z), D,V(x) v(x)=0,

systeme caractérisant le plus grand ensemble invariant contenu dans Cﬁl—‘t/ = 0.

Pour le pendule avec frottement (3.5), V' = 0 s’écrit w = 0. Pour savoir vers quoi
tendent les solutions, nous avons a résoudre le systeme sur-déterminé suivant :

w_
dt

(fi—C: = —g/lsinf — aw
w = 0.

Les solutions sont # = 0,7 et w = 0. Ainsi quelque soit la condition initiale, les trajectoires
tendent soit vers I’équilibre du haut soit vers 1’équilibre du bas.

Exercice 7 Dessiner, en utilisant les résultats qui précédent et ceux de l’exercice 4, le
portrait de phase de (3.5) avec o > 0 petit. En déduire également le portrait de phase
pour o < 0 petit en valeur absolue.

Ce théoreme global admet aussi une version locale autour d’un point d’équilibre.

Théoréme 4 SiT est un point d’équilibre de (3.2) et si la fonction C*, V' : U — [0,400],
est telle que :

- V(@) =0etV(x) >0 pour x #7;

av
— V décroit le long de toutes les trajectoires (E <0).

av
Alors T est stable au sens de Lyapounov. Si l’on suppose en plus que o <0 six#T7T,

alors T est asymptotiquement stable au sens de Lyapounov. Sil’on suppose encore en plus que
V(x) tend vers Uinfini lorsque © € R™ tend vers l'infini, toutes les trajectoires, méme celles qui
démarrent loin de T, tendent vers T : on dit alors que le point T est globalement asymptotiquement
stable.

Ces deux théoremes restent valables méme si la fonction de Lyapounov V' n’est pas aussi
réguliere. Par exemple V' peut étre supposée continue et uniquement dérivable par mor-
ceaux. Pour de plus amples détails voir [16].

Exercice 8 (stabilité pour des systémes dépendant du temps) Nous reprenons ici
une idée trés simple(cf. aussi lexercice 11 pour des prolongements en dimension infinie).
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Soit le systéme dépendant du temps © = v(z,t), © € R™ ou a chaque instant la par-
tie symétrique de la matrice jacobienne D,v = <§—;’7> est définie négative. Soient deux
solutions distinctes a(t) et f(t) de & = v(x,t).
1. Montrer que la distance euclidienne entre o et 3 décroit au cours temps, i.e., que
r(t) = (a(t) — B(t))?* décroit.
2. Que doit-on rajouter comme hypothese sur la partie symétrique de D, v pour avoir
la convergence exponentielle de o vers (3, i.e., pour avoir l’existence de a > 0
(indépendant de « et (3), tel que, pour tout t > 0, r(t) < r(0) exp(—at).

Comme les intégrales premieres, les fonctions de Lyapounov existent aussi pour les
systemes au dérivées partielles comme le montrent les exercices qui suivent.

Fi1G. 3.19 — poutre en torsion.

Exercice 9 (poutre en torsion) Une poutre en torsion (c.f. figure 3.19) autour d’un
axe admet en élasticité linéaire le modeéle suivant

020(x,t) = 0%0(xt), x€10,1]
0,0(0,t)
0,0(1,t) = —020(1,t),

—Uu

Les conditions aux limites viennent du fait qu’en x = 0 la poutre est solidaire d’un moteur
exercant un couple u, qu’en x = 1 la poutre est solidaire d’une inertie.

1. Calculer la dérivée le long des trajectoires de l’énergie mécanique
! 1
T = / > (00 + [0.00P) de+ 100011
0

En déduire pour u =0 (le systeme est libre) que T' est une intégrale premiere.

2. On dispose d’un capteur de vitesse en x = 0 (on connait donc a chaque instant la

vitesse du moteur 0,0(0,t) ). Comment ajuster u de fagon a faire décroitre T' (donner
une interprétation physique).
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8.0(0.t) = 0
9($,t) 9(1:t) =a

F1a. 3.20 — équation de la chaleur pour une barre homogene.

Exercice 10 (équation de la chaleur) L’ évolution du profil de température 0(x,t) (c.f.
figure 3.20) dans une barre homogene isolée du coté x = 0 et en contact avec un thermostat
a la température constante a en x =1 est

0,0(z,t) = 020(x,t), = € [0,1]
0,0(0,t) =0
0(1,t) =a

Montrer que
1
/ (0(.t) — a)® de
0

décroit au cours du temps. En déduire (formellement) que 6 tend vers a.

Exercice 11 (réaction diffusion et entropie) Un systéme enfermé dans le domaine
QO C R3, isolé de lextérieur, sicge de diffusion et de réactions chimiques, peut étre
représenté par le modele suivant

0,C(z,t) = div (M(C)grad C) +v(C), €9

oC
5 = 0 sur 02 (v normale extérieure)
v
avec C' = (C4,...,C,) le vecteur des concentrations et n le nombre d’espéce chimiques.
M(C), la matrice des coefficients de diffusion, est symétrique définie positive (relations
d’Onsager). v = (vy,...,v,) correspond auz cinétiques des diverses réactions chimiques.
Nous supposons qu’il existe a tel que v(a) = 0 et que la partie symétrique de la matrice
jacobienne ggf est symétrique définie négative. Montrer que
J

/Q (C(z,t) — a)? da

décroit au cours du temps (cette quantité peut étre interprétée comme ['opposée d’une
entropie et sa décroissance comme la croissance de l'entropie). En déduire (formellement)
que le profil de concentration C' tend vers le profil homogéne a lorsque t tend vers +oo
(ce qui est bien conforme au second principe de la thermodynamique).
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3.2.2 Les systemes linéaires

Cette sous-section ne comporte que le strict minimum sur les systemes linéaires. Pour
un exposé complet avec démonstration, nous renvoyons a [12]. Nous considérons le systeme
linéaire d

@ Ax (3.6)
dt
avec x € R™ et A une matrice n x n constante.

L’exponentielle d’une matrice

La matrice dépendant du temps exp(tA) est définie par la série absolument convergente

t? t*
exp(tA) = I+tA+§A2+...+EA’“+... (3.7)
ou [ est la matrice identité. Toute solution de (3.6) passant par x a t = 0 s’exprime sous
la forme

exp(tA) z = ¢y().

Voici les principales propriétés de l'exponentielle :

exp(tA) exp(sA) = exp((t+s)A)

%(exp(tA)) = exp(tA) A

exp(PAP™') = Pexp(A)P!

exp(A) = lim (I—I—%)

m—-+00

det(exp(A)) = exp(tr(A))

ou t et s sont des réels, P est une matrice inversible, “det” désigne le déterminant et “tr”
désigne la trace.

Soient deux matrices carrées A; et As de méme taille. En général exp(A; + Ay) #
exp(A;) exp(Asy) car le produit de matrices n’est pas commutatif. Pour avoir I’égalité, on
peut supposer que A; et A; commutent: A; Ay = Ay A;. Ainsi, le flot d’un systeme linéaire
dépendant du temps & = A(t)xr n’admet pas d’expression simple avec des exponentielles :
en général, z(t) # exp(f(;t A(7)dr) x(0). L'égalité a lieu si A(t1) et A(t2) commutent pour
tout t1, t5. Pour s’en convaincre prendre I'équation & = (a + bt)z qui n’admet pas de
quadrature simple (fonction d’Airy).

Portrait de phases

Nous allons considérer maintenant les cas les plus intéressants, principalement les
cas génériques (i.e. stables par petites perturbations des éléments de A), que 'on peut
rencontrer en dimensions n = 2 et n = 3.

Dimension n = 2 Les principaux cas sont résumés sur les figures 3.21, et 3.22. A\; et
Ao sont les valeurs propres de A (distinctes ou non, réelles ou complexes conjuguées), &;
et & sont les vecteurs propres réels associés quand ils existent.
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: :

foyer stable centre foyer instable
A A A
A1 [ ] A @ o\
0 - 0 o 0 >
Ao @ A2 @ e ),
Fic. 3.21 — portraits de phases plans et linéaires lorsque les deux exposants ca-

ractéristiques, Ay et Ao, ont une partie imaginaire non nulle.

noeud stable noeud instable

DYDY

Fi1G. 3.22 — portraits de phases plans et linéaires, © = Ax, lorsque les exposants ca-
ractéristiques, Ay et Ao, sont réels (& et & vecteurs propres de A, lorsqu’ils existent).
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trajectoire
exposants

F1G. 3.23 — exemple de portrait de phases d’un systeme linéaire de dimension 3 en fonction
de ses exposants caractéristiques.

Dimension n =3 La figure 3.23, montre sur un exemple comment, a partir des portraits
de phases en dimension 2, on construit, dans les cas génériques, le portrait de phases
en dimension 3: il suffit de décomposer R?® en somme d’espaces propres invariants de
dimension 1 ou 2.

Forme de Jordan et calcul de ’exponentielle d’une matrice

Le calcul de exp(tA) peut étre simplifié en faisant intervenir une transformation P
inversible qui diagonalise A, lorsque c’est possible, ou qui transforme A en une matrice
diagonale par blocs, dite matrice de Jordan (c.f. [12]). En dimension 2, on peut ainsi
toujours se ramener aux trois formes normales de Jordan suivantes:

. )\1 0 1 o eXp()\l) 0 1
A—P( 0 )\2)P et exp(tA)—P( 0 exp(Ao) P

cos(ft) —sin(ft) )P—l

sin(ft)  cos(ft)

A=P ( g _aﬁ ) P! et exp(tA) =exp(at) P (

B Al 1 B 1 ¢ .
A—P<O )\>P et eXp(tA)—eXp()\t)P<O 1)P .

En dimension 3, une matrice A possede toujours une valeur propre réelle \ et un
vecteur propre réel. Si 'on suppose que A n’est pas une valeur propre de multiplicité 3,
ce qui est tres exceptionnel, on a

A 0
A=P 0 a b p!
c d

avec P matrice d’ordre 3 inversible et A, a, b, ¢ et d réels. On se ramene ainsi a la

dimension 2.

Exercice 12 (systéme linéaire dans le plan) Pour un systéme linéaire & = Az de
dimension 2, établir en fonction de la trace et du déterminant de A, des différents portraits
de phases possibles.
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3.2.3 Lien avec le linéaire tangent

Une méthode (dite indirecte ou seconde méthode de Lyapounov) pour analyser la
stabilité autour d’un point d’équilibre T de & = v(z) consiste a étudier le systeme linéarisé
tangent :

d(Ax)
dt

= Do(@) Az on Dyu(T) = (g; (x))

1<i j<n

On a alors les deux résultats suivants.

Théoréme 5 Soit T un point d’équilibre de (3.2). Si les valeurs propres de Dv(T) sont
toutes a partie réelle strictement négative, alors est un équilibre asymptotiquement stable
au sens de Lyapounov.

Cette condition suffisante sur les valeurs propres du linéarisé tangent n’est pas une

condition nécessaire comme le montre I’équation scalaire i —a2 dont les solutions t — 7

V/1/(t — a) convergent toutes vers 0 quand ¢ tend vers +o0.

Preuve Elle consiste a construire une fonction de Lyapounov pour le linéaire tangent et
a montrer que c¢’est aussi une fonction de Lyapounov locale pour le systeme non linéaire.
Pour construire cette fonction de Lyapounov, nous pouvons utiliser la connaissance ex-
plicite du flot du linéaire tangent via I’exponentielle. La connaissance explicite du flot du
systeme non linéaire étant hors de portée, c’est la seule maniere de procéder.

Quitte a changer de notations, on suppose & = 0. Notons A = Dv(0). Comme les
valeurs propres de A sont toutes a partie réelle négative, I'intégrale suivante est absolument
convergente (' signifie transpose),

+oo
Q- / exp(tA) exp(tA) dt,
0

sa valeur () est une matrice symétrique strictement positive car pour tout ¢, exp(tA’) exp(tA)
est symétrique définie positive (exp(tA) est inversible). Montrons que V' (z) = (1/2)2'Qx
est une fonction de Lyapounov de & = v(x) autour de 0. Clairement V' est positive, bornée
inférieurement. On a, en développant v a ’ordre 1 en 0,

V = 2'Qi = ' Q(Ax + of||z]])).

Or
+oo
T'QAx = / z'exp(tA") exp(tA) Az dt.
0

Comme d/dt(exp(tA)) = exp(tA)A,

d (exp(tA") exp(tA)).

exp(tA’) exp(tA)A = (1/2) pm

Ainsi .
/ 2 exp(tA) exp(tA)Ax dt = —z'z/2.
0
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et donc '
V =2'Qi = —||z]|/2 + o(]|z[|*)).

Ce qui montre que V < 0 si z # 0 est proche de zéro. Le théoréeme 4 permet alors de
conclure. [

De fagon tres similaire, on a la condition suffisante (mais non nécessaire) d’instabilité
suivante.

Théoréme 6 Soit T un point d’équilibre de (3.2). Si l'une des valeurs propres de Dv(T)
possede une partie réelle strictement positive alors T n’est pas un équilibre stable au sens
de Lyapounov.

Exercice 13 (équation de Lyapounov) Montrer que & = Az est asymptotiquement
stable si, et seulement si, pour tout matrice () symétrique définie positive, il existe une
matrice P, symétrique définie positive, vérifiant [’équation dite de Lyapounov

PA+AP+Q=0.

(Considérer la fonction de LyapounovV (x) = ' Px et l'intégrale fOJrOO exp(tA")Qexp(tA) dt).

Les valeurs propres du linéarisé tangent en T ne dépendent pas des coordonnées locales
autour de T (ce qui est faux si & n’est pas un point d’équilibre). En effet, si y = g(z) est
un changement de variable local en Z, alors (3.2) s’écrit, dans les coordonnées y,

dy - _

= = Dalg™ () v(g™" W))-
Un calcul simple montre que la matrice du linéarisé tangent en g = g(¥) est semblable a
D,v(Z). Ainsi les valeurs propres sont les mémes: ce sont des invariants par changement
de variables.

Définition 10 (exposants caractéristiques, hyperbolicité) Soit T un point station-
naire de (3.2), v(T) = 0. Les valeurs propres de Dv(T) sont appelées exposants carac-
téristiques du point d’équilibre T. Le point d’équilibre T est dit hyperbolique si tous ses
exposants caractéristiques sont a partie réelle non nulle.

Pour un systeme commandé, & = f(x,u), et un point d’équilibre (z,u) (f(z,u) = 0,
les poles en boucle ouverte sont les exposants caractéristiques du systeme autonome & =
v(z) = f(x,u) a 'équilibre Z.

Exercice 14 Discuter en fonction du signe du coefficient o la stabilité et l’hyperbolicité
des deux points d’équilibre du pendule (3.5).

Noter (c.f. figure 3.24) que ’absence de stabilité au sens de Lyapounov n’implique nullement
que les trajectoires, qui démarrent pres de T, ne convergent pas, quand ¢ tend vers +o0o, vers .
Reprenons la signification du théoreme de redressement dans une logique “développement
limité”. Ce théoréme signifie que le premier terme v(Z) du développement en série de v autour
de T,
v(z) =v(T) + Dv(T) (z —T) + ...,

est suffisant pour avoir I’allure du portrait de phases autour de T si v(T) # 0.
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Fi1a. 3.24 — exemple de point d’équilibre T, instable au sens de Lyapounov, mais dont toutes les
trajectoires, initialement proches de T, convergent vers T lorsque t — +o0.

Pour un point d’équilibre, le premier terme de cette série est nul (v(Z) = 0), il est alors naturel
de considérer le second terme, c’est a dire le systeme linéarisé tangent au point stationnaire :

ddA—: = Du(z) Ax
avec Ax = x — T. Des résultats précédents sur la stabilité d’un point d’équilibre, il ressort que,
meéme si la matrice Du(T) est inversible, on ne peut rien dire, en général sur le portrait de phases
autour de T (i.e. des trajectoires qui démarrent pres de ).

Si le terme linéaire du développement limité n’est pas suffisant pour en déduire la stabilité
locale (point d’équilibre non hyperbolique), il convient alors d’utiliser les termes d’ordre supérieur
et des techniques vraiment non linéaires comme la variété centrale et 1’éclatement de singularités
[11, 4].

3.3 Systemes dynamiques discrets

Un systeme dynamique discret (suite récurrente) est de la forme

Tp+1 = G(zg) (3.8)

ou G est une application réguliere (un difféomorphisme en général) d’un ouvert U de R™ dans
lui méme. Le systéme continu (3.2) peut étre étudié comme un systéme discret si, au lieu de
considérer son flot continu ¢, on considére 7 > 0 (“sorte” de période d’échantillonnage) et
I’application associée
G: U —- U
r — Gz)=9¢-(2)

Comme ¢, o ¢ = ¢or, il est clair que I'étude de ¢, lorsque t — +oo et celle de

GF=GoGo...0G
s —
k fois
lorsque l'entier k tend vers 400 doivent étre tres similaires.

Nous rappelons ici, succinctement, comment les notions et résultats précédents, introduits
pour les systemes continus, se transposent aux systémes discrets.
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3.3.1 Point fixe et stabilité

Définition 11 (point fixe, multiplicateurs, hyperbolicité) Soit le systéeme discret (3.8).
Un point fize T est défini par la relation G(T) = T. Les valeurs propres du jacobien de G
en T, DG(T), sont appelées multiplicateurs caractéristiques de G en T. Le point fize T est dit
hyperbolique si aucun de ses multiplicateurs caractéristiques n’est de module égal a 1.

multiplicateurs
exposants caractéristiques

caractéristiques /‘\
exponentielle complexe \./

F1a. 3.25 — la fonction exponentielle envoie le demi-plan des complexes a partie réelle négative
dans Uintérieur du cercle unité.

La figure 3.25 illustre comment I’exponentielle complexe permet de passer des exposants
caractéristiques aux multiplicateurs caractéristiques, et justifie la terminologie.

Définition 12 (stabilité locale) Un point fire T de (3.8) est stable au sens de Lyapounov si,
pour tout € > 0, il existe n > 0 (dépendant de £ mais indépendant du nombre d’itérations k) tel
que, pour tout x vérifiant ||x —Z|| < n, ||G*(z) — Z|| < € pour tout entier k > 0.

Définition 13 (stabilité asymptotique locale) Un point fire T de (3.8) est asymptotique-
ment stable au sens de Lyapounov s’il est stable au sens de Lyapounov et si, de plus, pour tout
x suffisamment proche de T, klim GH(x) = 7.

— 400

Pour étudier la stabilité autour d’un point fixe , il est souvent utile d’étudier le systeme
linéarisé tangent :

A.’L'k-+1 = DG(E) Ax]g

ou Ax = r—7x correspond a un petit écart par rapport a . On a alors les deux résultats suivants.

Proposition 3 Soit T un point fixe de (3.8). Si ses multiplicateurs caractéristiques sont tous
de module strictement inférieur a 1, alors T est asymptotiquement stable au sens de Lyapounov.

Cette condition de stabilité sur les multiplicateurs caractéristiques n’est pas nécessaire. Elle n’est
que suffisante. On a aussi la condition suffisante (mais non nécessaire) d’instabilité suivante.

Proposition 4 Soit T un point five de (3.8). Si l'un des multiplicateurs caractéristiques de T
est de module strictement supérieur a 1, alors T est n’est pas stable au sens de Lyapounov.

La preuve utilise simplement le fait que G est une contraction locale autour de Z.

3.3.2 Les systemes linéaires discrets

Nous considérons ici le systeme linéaire discret suivant

Th+1 = A.%'k (3.9)
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avec ¢ € R™ et A € R” x R" constant. L’étude des comportements asymptotiques de la suite
récurrente xj repose sur le calcul des puissances successives de A. Comme pour les équations
différentielles linéaires a coeflicients constants, il est commode d’utiliser la décomposition en
blocs de Jordan.

En dimension 2, on a uniquement les 3 cas suivants ((A,A1,\2,a,0) réels, P matrice 2 x 2
inversible) :

_ At 0 -1 k _ )‘lf 0 -1
A_P(O )\2>P et A _P< 0 )\,5 P

. cos(f) —sin(0) 1 b b cos(k@) —sin(k0) _
A= P( sin(0)  cos(6) >P Pt A P( sin(kf)  cos(k0) >P 1

. A0 -1 k _ )\k 0 -1
A=p( V)t e aer (0 )P

En dimension 3, on se ramene, sauf cas exceptionnel, & la dimension 2 par la décomposition

de A suivante:
A 0

A=P|  (a b p!
c d
avec P matrice d’ordre 3 inversible et A, a, b, c et d réels.
A partir des calculs précédents, il est assez simple de dessiner 'allure des trajectoires, i.e.
les portraits de phases, (A¥(2))¥20, dans R? et R3. Les figures 3.26 et 3.27 en donnent quelques
uns.

3.4 Stabilité structurelle et robustesse

Nous n’avons pas encore abordé une question centrale: la stabilité structurelle que
I’on retrouve en automatique avec la notion de robustesse.

Un systeme dynamique est dit structurellement stable si, et seulement si, les portraits
de phases de tous les systemes “voisins” sont topologiquement équivalents. Deux systemes
sont dits topologiquement équivalents si et seulement s’il existe une homéomorphisme
(bijection continue et d’inverse continue) entre les espaces d’état qui transforment les
orbites de I'un en les orbites de I'autre, en préservant le sens de parcours des orbites®

Par exemple, si un systeme structurellement stable admet un seul point d’équilibre
asymptotiquement stable T hyperbolique, alors, tout systeme “voisin” admet aussi un
seul point d’équilibre, proche de T, asymptotiquement stable et hyperbolique.

Il convient bien str de définir ce qu’est un systeme “voisin” : le plus simple consiste
a perturber le champ de vitesse v(z) par addition d’un champ dv(z) petit en norme (la
norme peut aussi porter sur les dérivées en x, D,(0v),...) et a considérer alors le systeme
dynamique v(z) + dv(z) comme systéme voisin.

Il est clair que cette question possede des motivations physiques importantes. En ef-
fet, toute modélisation est une approximation. Il est donc normal de s’intéresser aux

5.1 n’est pas possible de conserver la paramétrisation en temps car alors les périodes des orbites
périodiques de deux systemes topologiquement équivalents seraient rigoureusement égales. Ce qui est
beaucoup trop contraignant.
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H trajectoire multiplicateurs caractéristiques H
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F1G. 3.26 — portraits de phases de systémes linéaires discrets dans le plan, xpy1 = Azg, en
fonction de leurs multiplicateurs caractéristiques.
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A’z

multiplicateurs
caractéristiques

trajectoire

F1G. 3.27 — exemple de systéme linéaire hyperbolique discret, xy1 = Az, de dimension 3.

systemes voisins du systeme dynamique de modélisation. En particulier, il apparait im-
portant de savoir si les comportements asymptotiques contenus dans le systeme issu de
la modélisation sont persistants et stables aux petites perturbations des équations, i.e.
du champ des vitesses. D’ou le nom de stabilité structurelle (& ne pas confondre avec la
stabilité asymptotique) donné a ces questions.

x
Par exemple, un systeme — = v(x) qui admet un point stationnaire Z dont 'un des ex-

posants caractéristiques est a partie réelle nulle, n’est pas structurellement stable. En effet,
de petites perturbations dv du champ des vitesses v induisent sur la matrice Dv(Z), ainsi
que sur ses valeurs propres (les exposants caractéristiques), des perturbations dans toutes
les directions. Or, la stabilité asymptotique est une propriété invariante par équivalence
topologique. Donc, nécessairement, un tel systéme ne peut pas étre structurellement stable
pour des perturbations aussi générales. En revanche, il peut tres bien le rester pour des per-
turbations plus spécifiques, i.e. une topologie plus fine qui restreint la classe des systemes
voisins possibles.

La mise en forme des idées évoquées ci-dessus nécessite 1'utilisation de notions mathé-
matiques assez élaborées qui débordent largement le cadre de cet exposé d’introduction.
Un lecteur intéressé pourra consulter d’abord [1], et pour en savoir plus [5, 9, 7].

En automatique, la notion de commande robuste est directement liée au probleme
suivant (cas linéaire). Etant donné & = Az + Bu, une incertitude sur la dynamique Mx
de taille ||M|| < e (le vrai systeme est en fait © = (A + M)x + Bu), calculer une borne
e sur ||[M|| pour qu’il existe un bouclage K stabilisant le systéeme perturbé. Ainsi, il faut
trouver K tel que © = (A + M + BK)z soit stable pour toute incertitude M vérifiant
[M] <.

Ce probleme est difficile : la dépendance des valeurs propres de la matrice A+ M + BK
en fonction de M et de K est loin d’étre triviale. De nombreuses méthodes existent
et répondent en partie a cette question (méthodes LMI (Linear Matrix Inequalities),
commande H*, marge de gain et marge de phase en fréquentiel, ...).

Pour des incertitudes M (z) non linéaires, il est illusoire de vouloir donner des bornes
en général. Tout au plus, peut-on espérer le résultat perturbatif suivant: si incertitude
M (z) est suffisamment petite et I’état initial assez proche de 0, alors le systéme restera
asymptotiquement stable des que le linéaire tangent bouclé est asymptotiquement stable
& = (A+BK)x est stable. Dans ce cours, nous en resterons a ce niveau. Nous verrons donc
la robustesse comme une conséquence de la stabilité structurelle des points d’équilibre
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hyperboliquement stables.

3.5 Théorie des perturbations

H ‘ systeme lent-rapide — systeme lent H
T
perturbations
: N . B
singulieres
> 1 t —>
0 1 1/e
o T
moyennisation — |
> 1 : .
1 1/ € 0 1 1 / e

F1G. 3.28 — la théorie des perturbations consiste a éliminer les effets a court terme, t ~ 1,
qu’ils soient asymptotiquement stables ou oscillants, afin de ne conserver que les effets a
long terme, t ~1/e (0 <e < 1).

Par rapport a la stabilité structurelle, qui suppose un nombre fixe d’équations différen-
tielles (on ne change pas d’espace d’état mais seulement le champ de vitesse), la théorie
des perturbations permet de relier les trajectoires de deux systemes ayant des espaces
d’état de dimensions différentes: le systeme dit perturbé possede alors un nombre d’états
plus grand que le systeme dit réduit. Plus précisément, cette théorie fournit un ensemble
de techniques pour approximer un systeme perturbé, en éliminant les effets a court terme
et en ne conservant que les effets a long terme. Ainsi, la théorie des perturbations constitue
un outil précieux pour I'étude d’un systeme dynamique et de son approrimation par des
systemes lents de taille plus petite, c’est a dire pour la construction de modeéles réduits qui
résument ’essentiel des comportements qualitatifs a long terme.

Classiquement, on distingue deux cas illustrés par la figure 3.28:

— les effets rapides se stabilisent tres vite et on parle alors de perturbations singulieres
et d’approximation quasi-statique;
— les effets rapides ne sont pas asymptotiquement stables mais restent d’amplitude
bornée; ils sont donc oscillants et ’on parle alors de moyennisation.
Ces deux cas font 'objet des deux principales parties de cette section.
On considere les systémes continus (une analyse similaire peut étre conduite pour les
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( Ej((;?y%e? ) ! - 9(x,y,0) = 0(c)
‘

Fi1G. 3.29 — Le champ de vecteur est quasi-vertical pour la forme normale de Tikhonov
(3.10)

systemes discrets) du type:

dx
E = Ef(x7y78>
(3.10)
W e
dt - g 73/7

avec ¢ € R" y € R™, 0 < ¢ < 1 un petit parametre, f et g des fonctions régulieres.
L’état partiel x correspond aux variables dont 1’évolution est lente (variation significative
sur une durée en t de l'ordre 1/¢) et y aux variables dont 1’évolution est rapide (variation
significative sur une durée en ¢ de 'ordre de 1). Ainsi ¢ &~ 1 correspond a ’échelle de
temps rapide et ¢t &~ 1/e a I’échelle de temps lente. Dans (3.10) I’échelle de temps est
donc rapide. Avec le changement de temps 7 = et, on obtient les équations du systeme

en échelle de temps 7 lente:
dx

57 = f(xay7€)
Z (3.11)
e = g(x,y.e).
3.5.1 Les perturbations singulieres
Considérons pour commencer ’exemple suivant
dx
gll; (3.12)
o =Y

avec 0 < € < 1. Intuitivement, on voit que x est une variable lente (sa vitesse est petite et
d’ordre ¢), tandis que y est une variable rapide (sa vitesse est d’ordre 1). On a donc envie
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de dire que y atteint rapidement son point d’équilibre x et que x évolue selon © = ex.
Cette idée est fondamentalement correcte, mais contient un certain nombre de subtilités
comme par exemple celle de 'exercice qui suit.

Exercice 15 (chercher ’erreur) On reprend (3.12) et le raisonnement intuitif précédent.
Les arguments suivants conduisent a une contradiction : on fait ’hypothése que y a atteint
son point d’équilibre, 1.e., y = x. Mais cela implique d’une part que y =0, cary =x —y.
D’une autre part y = & puisque y = x; mais alors y = —ey puisque © = ex. Ce qui
contredit y = 0. Ou est Uerreur?

On suppose ici que les effets rapides sont asymptotiquement stables et hyperboliques.
Comme exemple caractéristique citons la cinétique chimique ou les constantes de vitesses
de certaines réactions peuvent étre nettement plus grandes que d’autres (réactions limi-
tatives et réactions quasi-instantanées).

La situation géométrique est donnée par la figure 3.29: grossierement, pour ¢ > 0
assez petit et localement autour de g(x,y,0) = 0, les trajectoires du systeme sont quasi-
verticales et convergent toutes vers une sous-variété de I'espace d’état, X, invariante par
la dynamique, et donnée a 'ordre 0 en € par I’équation g(x,y,0) = 0.

Les résultats ci-dessous justifient alors, sous certaines hypotheses de stabilité du rapide
et du lent, 'approximation des trajectoires du systeme perturbé (3.10) par celle du systeme
semi-implicite lent :

dx
@ = ) (3.13)
0 = g([L‘,y,E‘f)

(les dynamiques de convergence vers la sous-variété invariante . sont négligées). Toute
trajectoire du systeme (3.10) démarrant en (z,y) est proche, apres une durée en t de
I'ordre de 1, de la trajectoire du systeme lent démarrant avec le méme .

Nous voyons que cette approximation s’accompagne d’une diminution de la dimension
de I'état. En fait, la réduction n’est qu’une restriction a une sous-variété invariante 3. du
champ de vecteurs donné par (3.10), les équations de cette sous-variété étant approximati-

vement données par ¢g(z,y,0) = 0. On a le premier résultat général suivant (démonstration
dans [8])

Théoreme 7 (Tikhonov) Soit le systéme (3.10). Supposons que

H1 [’équation g(x,y,0) = 0 admet une solution, y = h(x), avec h fonction réguliére de x

et 5
g
—(x,h(x),0
(@)
est une matrice dont toutes les wvaleurs propres sont a partie réelle strictement
négative ;
H2 [e systeme réduit
dx
{ e f(x,h(x),0) (3.14)
L(r=0) = o

avec T = et admet une solution x°(t) pour 7 € [0,T], 0 < T < +oc.



3.5. THEORIE DES PERTURBATIONS )

Alors, pour € suffisamment proche de 0, le systéme complet

d_x
dr

d
gd_i = g(!L‘,y,EE) y(o):yo

- f(ZL‘,y,g) l’(O) = Zo

admet une solution (x°(7),y*(7)) sur [0,T] dés que yo appartient au bassin d’attraction du
point d’équilibre h(xy) du sous-systeme rapide
dg

dat = 9(0,£,0).

De plus on a
. c 0 : € _ .0
lima*(r) =) et iy () = 4'(7)

uniformément en temps sur tout intervalle fermé contenu dans [0,T] et ne contenant pas 0.
L’hypothese HI implique que, a z fixé, la dynamique de &

s _

i G(x,£,0).

est asymptotiquement stable autour du point d’équilibre h(z).

Exercice 16 (réduction de schéma cinétiques) Soit le schéma cinétique comportant
3 especes chimiques X1, Xs et X3 et mettant en jeu trois réactions chimiques indépendantes :

Xy TR Xy X PR Xy X T X+ Xy

les x; correspondent aux concentrations des especes X;; ki, ko et ek sont les constantes
cinétiques. Le petit parametre € > 0 indique que la troisieme réaction est nettement
plus lente que les deux premieres. Les équations de conservation de chacune des espéces
conduisent, pour un réacteur fermée homogene, aux équations différentielles suivantes :

l"l = —kfll'l + k’gl’g — 8]{31'11‘2
l"g = k’lfL‘l - k’gl’g (315)
.fil'g = €]€l’1l’2.

1. Montrer que ( = x1 + xo + x3 est une intégrale premiére (les chimistes parlent
d’invariant chimique). En déduire que seules les deux premiéres équations de (3.15)
sont importantes.

2. Le modele lent est-il obtenu en faisant brutalement x4 = 0, i.e., l'approzimation
kixy = kexo dans 'équation de 1 ? (indication : considérer le changement de va-
riables (x1,22) — (x1+x2,x9); établir les équations du modéle lent dans les nouvelles
variables; repasser ensuite aux variables d’origine (x1,x2)).

Sans hypotheses supplémentaires 'approximation du théoreme 7 n’est valable, en
général, que sur des intervalles de temps rapides t de longueur T'/e, i.e sur des inter-
valles de temps lents 7 de longueur bornée T'. L’hypothese supplémentaire, qu’il convient
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alors d’utiliser pour avoir une bonne approximation pour tous les temps positifs, concerne
le comportement asymptotique du systeme réduit : si ce dernier admet un point d’équilibre
hyperbolique et asymptotiquement stable, I’approximation est alors valable pour tous les
temps positifs (pourvu que les conditions initiales soient proches de cet équilibre).

Théoréme 8 Supposons en plus des hypotheses du théoréme 7 que le systeme réduit (3.14)
admet un point d’équilibre hyperboliquement stable z : f(z,h(Z),0) = 0 et que les valeurs
propres de

af Of oh

ox * Oy Ox

enx =,y = h(x) sont a partie réelle strictement négative. Alors, pour tout € > 0 assez
proche de 0, le systéeme perturbé (3.10) admet un point d’équilibre proche de (Z,h(Z)) et
hyperboliquement stable.

Preuve L’existence du point stationnaire pour le systeme perturbé est laissée en exercice
(il suffit d’utilise le théoreme des fonctions implicites pour g = 0 et ensuite pour f =
0). Quitte a faire, pour chaque € une translation, nous supposons que (0,0) est point
stationnaire du systeme perturbé:

f£(0,0,e) =0, ¢(0,0,e) =0.

Notons, y = h.(z), la solution, proche de x = 0, de g(x,y,e) = 0. Suite a la translation
précédente, on a h.(0) = 0. Considérons le changement de variables (z,y) — (z,z =
y — he(z)). Les équations du systeme perturbé dans les coordonnées (z,z) ont alors la
forme suivante

i=ef(ee), f=iwne)
avec f(0,0,g) = 0, g(x,0,e) = 0. Le systeme réduit s’écrit alors, dans les coordonnées
(z,2):

T =cef(x,0).

Ce changement de variable triangularise le jacobien du systeme perturbé:

( 6%(0,0,6) 6%(0,0,6) )

0 29(0,0,¢)
car %(0,0,5) = (0. Comme les valeurs propres de %(0,0,0) et de %(0,0,0) sont toutes a
parties réelles strictement négatives, les valeurs propres de %(0,0,5) et %(0,0,5) le sont
aussi pour ¢ assez petit. Ce qui montre la stabilité asymptotique du systeme perturbé
pour tout € assez petit. m

Cette preuve peut étre améliorée pour montrer que 'approximation du théoreme 7
devient valide, localement autour de (Z,h(Z)) et pour tous les temps ¢ positifs, dés que
est assez petit (le caractere local étant alors indépendant de € tendant vers zéro).

En automatique le théoreme 8 est utilisé de la maniere suivante. Rajoutons une com-

mande u a (3.10) et supposons, a commande u fixée, que les hypotheéses du théoreme de
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Tikhonov soient valables. Ainsi

d
d_:;‘ = sf(:p,y,u,s)
(3.16)
&y _ (2,y,u,e)
dt - g 7y7 )

d
avec h(z,u) le point d’équilibre hyperbolique et stable de la partie rapide d—f = g(x,£,u,0).

d
Le systeme lent est alors d_x = f(x,h(z,u),u,0) dans I'échelle de temps lente 7 = et.
T

Supposons que nous ayons un retour d’état lent u = k(x) (en utilisant par exemple de
linéaire tangent) tel que le systéme lent bouclé soit asymptotiquement stable autour du
point d’équilibre (Z,u = k(z)) hyperbolique. Alors pour tout € > 0 assez petit, le systeme
perturbé (3.16) avec le bouclage lent u = k(x), admet un point d’équilibre hyperbolique
proche de (Z,y = h(z,u)). Cela veut simplement dire que ’on peut, pour la synthese d'un
bouclage, ignorer des dynamiques hyperboliquement stables et assez rapides. On parle
alors de robustesse par rapport aur dynamiques négligées. Noter que le retour d’état ne
porte que sur la partie lente, . Un bouclage sur y risquerait de déstabiliser la partie
rapide.

3.5.2 Moyennisation

On suppose ici que les effets rapides ont un caractere oscillant. La méthode de moyennisation
a été utilisée en mécanique céleste depuis longtemps pour déterminer 1’évolution des orbites
planétaires sous 'influence des perturbations mutuelles entre les planetes et étudier la stabilité
du systeme solaire. Gauss en donne la définition suivante qui est des plus intuitives : il convient
de répartir la masse de chaque planete le long de son orbite proportionnellement au temps passé
dans chaque partie de 'orbite et de remplacer ’attraction des planetes par celle des anneaux de
matiere ainsi définis.

Dans ce cadre, les équations non perturbées du mouvement de la terre sont celles qui ne
prennent en compte que la force d’attraction due au soleil. L’orbite de la terre est alors une ellipse
dont le soleil est 'un des foyers. Les équations perturbées sont celles ou I'on rajoute les forces
d’attraction entre la terre et les autres planetes en supposant que ces dernieres décrivent toutes
des orbites elliptiques selon les lois de Kepler. Le parametre € correspond au rapport de la masse
du soleil & celles des planetes: € &~ 1/1000. L’échelle de temps rapide est de I'ordre d’une période
de révolution, quelques années. L’échelle de temps lente est de I'ordre de quelques millénaires.
La question est alors de savoir si ces petites perturbations d’ordre € peuvent entrainer a terme,
i.e. a I’échelle du millénaire, une dérive systématique des longueurs du grand axe et du petit
axe de la trajectoire de la terre, ce qui aurait des conséquences catastrophiques pour le climat.
En fait, les calculs (moyennisation) montrent qu’il n’en est rien. En revanche, 'excentricité des
orbites oscille lentement. Ces oscillations influencent le climat.

Revenons au systéme (3.10). Le régime oscillatoire le plus simple pour y est le régime
périodique, de période T :

dy B B
. Y2 = 91(56,?/,5)
_ Y1
i < Y2 )’ dy, _ [20)® (.3.6)
dt - T yl - 92 7y7 Y
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Sans changer de notation on pose f(z,y(t),e) = f(x,t,e): f est réguliere en x et dépend de t de
fagon périodique (période T'). Le systéme perturbé s’écrit alors

dx

il ef(zte), 0<e<l. (3.17)

Le systéme moyennisé (ou systeéme lent) est alors

d T
= 6%/0 Fzt0)dt = ef(2). (3.18)

dt
Remplacer les trajectoires du systéme instationnaire (3.17) par celles du systéme stationnaire
(3.18), revient alors a lisser les trajectoires de (3.17).
Le théoreéme suivant montre qu’a un point d’équilibre hyperbolique du systéme moyen cor-
respond une petite orbite périodique du systeme perturbé (3.17) (démonstration dans [11]).

Théoréme 9 (moyennisation & une fréquence) Considérons le systéme perturbé (3.17) avec f
réguliere. 1l existe un changement de variables, © = z + cw(z,t) avec w de période T en t, tel

que (3.17) devienne

% =cf(2) + €2f1(2,t,€)

avec f définie par (3.18) et fi réguliére de période T en t. De plus,

(1) six(t) et z(t) sont respectivement solutions de (3.17) et (3.18) avec comme conditions ini-
tiales xq et zg telles que ||xg — 20|l = O(e), alors ||x(t) — z(t)|| = O(e) sur un intervalle de
temps de l'ordre de 1/c.

(ii) SiZz est un point fize hyperbolique stable du systéme moyenné (3.18), alors il existe € > 0 tel
que, pour tout e €]0,2|, le systéme perturbé (3.17) admet une unique orbite périodique v.(t),
proche de Z (ve(t) = Z+O(e)) et asymptotiquement stable (les trajectoires démarrant prés
de v:(t) ont tendance a s’enrouler autour de cette derniére). L’approzimation, a O(e) prés,
des trajectoires du systéme perturbé (3.17) par celles du systéme moyenné (3.18) devient
valable pour t € [0, + ool.

11 est instructif de voir comment est construit le changement de coordonnées x = z +cw(z,t)
en enlevant a x des termes oscillants d’ordre € (w de période T en t). On a, d’une part,

dr dz a_w dz ow

E = E +€6z (Z,t)a +€E(Z,t)

et, d’autre part,
dr

- = ef(z+ew(zt),te).

Ainsi .
dz ow - ow
E = ¢ <I + 5%('2’75)) |:f(Z + 5w(z,t),t,5) - E(Z’t)

= ¢ [f(z,t,()) - %—Q:(z,t)] + 0(e?).

Comme la dépendance en t de w est T-périodique, il n’est pas possible d’annuler complétement
le terme d’ordre 1 en € car il n’y a aucune raison pour que la fonction définie par

/t f(z,s,0)ds
0
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soit T-périodique en temps. En revanche, on peut éliminer la dépendance en temps du terme
d’ordre 1 en e. Il suffit de poser

w(z,t) :/0 (f(2,5,0) = f(2)) ds

(noter que w est bien de T-périodique) pour obtenir

% _ F(2)+ 0(2).
Si cette approximation n’est pas suffisante, il faut prendre en compte les termes d’ordre 2 et
éliminer leur dépendance en temps par un changement de variable du type z = z + cw;(z,t) +
2wy (z,t) avec wy et we T-périodique.
Terminons cette section par un exemple, I’équation du second ordre suivante :
d*0 do

- = — 2_
7 0+e(1 Q)dt.

C’est I’équation d’un pendule pour lequel on a rajouté un petit frottement positif pour les
grandes amplitudes (6 > 1) et négatif pour les petites (f < 1). Mettons d’abord ce systéme sous
la forme standard

dx
— =€ te).
= ef(ate)
Le terme oscillant vient du systeme non perturbé
d*0
-9
dt?

dont les orbites sont des cercles. Les phénomenes lents (échelle de temps 1/¢) sont clairement
relatifs aux rayons de ces cercles (i.e. les amplitudes des oscillations). C’est pourquoi il convient
de passer en coordonnées polaires en posant § = r cos(1)) et o=r sin(¢)). Dans ces coordonnées,
le systeme perturbé s’écrit :

d
d_z = e[l —7r?cos?(¢))] sin?(v))
dip . 2 o
- = —1 + esin(y) cos(y)[1 — r cos*(v)].
1) est quasiment égal, & une constante pres, au temps —¢. On peut écrire
dr_drd
dp  dt dip’
Ainsi, on se ramene a la forme standard en prenant ¢) comme variable de temps:
dr . [1 — 72 cos?(1p)] sin?(v)) e rabe).

dip =1+ esin(@) cos(¢)[1 — r2 cos?(1)]

Le systeme moyennisé est alors

du € 2

— = ——u(d —u”).

dy 8 ( )
u = 2 est un point d’équilibre hyperbolique attracteur pour ¢y — —oo, i.e. t — +00. Donc pour ¢
suffisamment petit, 'équation perturbée possede un cycle limite hyperbolique attracteur donc
I’équation est approximativement 62 + 62 = 4 + O(e).

L’inconvénient principal de la théorie des perturbations est qu’il faut, des le départ, avoir

une idée assez précise de ce que l'on cherche: il convient de trouver un petit parametre € et
d’isoler la partie rapide du systéme. A ce niveau l'intuition physique joue un role important.
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3.6 Problemes

Probleme 1 (des lapins et des renards) Un modéle dit prédateur-proie, initialement
introduit et étudié par le mathématicien italien Vito Volterra est le suivant. On considere
deux especes, l'espece y, les renards, dévorant l’autre espece x, les lapins. On se pose alors
la question suivante. Quelles peuvent étre les évolutions temporelles possibles du nombre de
lapins z(t) et du nombre de renards y(t) si l’'on émet les hypothéses grossieres suivantes :

H1 lorsque les lapins sont peu nombreuz et en l’absence de renards, ils ont suffisamment
d’herbe (et de serpolet) a manger pour avoir un tauxr de reproduction spécifique
constant ;

H2 toujours en l’absence de renards, si les lapins deviennent trop nombreux, ils ont
des difficultés d’approvisionnement en herbe fraiche, ce qui fait chuter leur taux
spécifique de reproduction ;

H3 un renard dévore d’autant plus de lapins qu’ils sont nombreuz et faciles a rencontrer;

H4 sans lapin, les renards sont obligés de faire un régime d’autant plus sévére et ravageur
qu’ils sont plus nombreuz;

H5 plus il y a de lapins, plus les renards deviennent nombreux.

1. Montrer qu’un modéle simple (bilan sur les lapins et les renards) formalisant et
quantifiant les 5 hypothéses précédentes est le suivant :

d

d—f = (a—by —ax)x

¢t (3.19)
o = (ew—d=Py)y

oua, b, ¢, d, «a et sontdes parametres positifs.
2. Quel est lespace d’état du systeme? Montrer que les solutions sont définies sur

[0, 4 oo[ (indication : considérer les deux isoclines, les états ot le champ de vecteurs
est paralléle a l'aze des x ou a l'axe des y).

3. Discuter, en fonction des valeurs des parametres le nombre et la stabilité des points
d’équilibre.

Probleme 2 (systémes lents/rapides) Pour certains systémes lents/rapides de la forme (3.10),
comme celui considéré dans cet exercice, l’approximation du théoréme 7 est insuffisante,

bien que le systeme comporte, de maniere évidente physiquement, deux échelles de temps

tres distinctes.

Considérons le systeme différentiel

(d
% = —ET1%9
d
ﬂ — 51'11? — 1'2 + 51'3 (320)
dt
d
ﬁ = To —ET3

" dt
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correspondant a un réacteur parfaitement agité fermé ou les réactions chimiques suivantes
apparaissent :

x2
ET1X2

X1 — X2 et X2 5—333)X3
(_

(x; est la concentration de l’espéce chimique X;, 1 =1,2,3).

1. Peut-on appliquer le théoreme de Tikhonov?

2. En introduisant un changement de variable utilisant 0 = x1 + x4 + x3, montrer que
l’on se rameéne a la forme standard du théoréme de Tikhonov.

3. Montrer que les conditions du théoreme de Tikhonov sont alors remplies. En déduire
le systéme lent.

4. Cette approximation est-elle valable pour tous les tempst > 07

5. Comment faire pour obtenir une meilleure approximation (question difficile)?

Probléme 3 (Colonne a distiller ) La dynamique d’une colonne a distiller séparant
un mélange de deux composants (propane/butane par exemple) peut étre représentée par
le systeme suivant (c.f. figure 3.30)

( Hli‘l = V]{?(ZL‘Q) - Vl'l
Hji’j = LZL‘j_l + Vk?(l’j_H)

—Lx; — VEk(x),j=2,....5;—1
ijjjjf = Ll’jffl —+ Vk(l'ijrl)

21
—(L+ F)xj, — Vk(x;,) + Fzp (3:21)
Hjiy = (L+ F)zj1 + VE(z;4)
—(L+F)x; —Vk(z;),j=jr+1,....n—1
| Hpin = (L+ F)oy_y — (L+F = V)x, — VE(z,)
avec z; € [0,1] la composition du liquide au plateaui (i=1,...,n); L et V sont des débits

de réglage (0 < L <V <L+ F); F >0 et zr € [0,1] sont le débit et la composition de
Ualimentation; k est une bijection de [0,1] sur [0,1]; k(x) est la composition de la vapeur
en fonction de celle du liquide. Le parameétre H; > 0 (constant) correspond a la rétention
totale du plateau 1.
1. Montrer que, pour toutes conditions initiales sur les x; entre dans [0,1], les compo-
santes x; de la solution x(t) restent dans [0,1] pour tout t > 0.

n
D 1Hi
=1

est une fonction de Lyapounov ((L,V,F,zp) sont supposés constants). En déduire
que les trajectoires convergent vers un point d’équilibre

2. Montrer que

3. (facultatif ) Montrer l'unicité du point d’équilibre.
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condenseur total

V,y2
distillzit

reflux

plateau 2 / Hy >
+ ? L7 .’L‘1 V - L, .’L‘1

Lj-1Yj
o v
H;
oy
ZjYj+1

ahmelfltabtlo—n> Hj, | plateau jy

SR

plateau j

*

H,_1/ plateaun—1
L+ F |4

rebouilleur plateau n

Fic. 3.30 — colonne a distiller binaire.

résidtl
L+F -V, z,
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Chapitre 4

Commandabilité et observabilité

Un systeme commandé sous forme explicite, & = f(z,u), est un systeme sous-déterminé.
La différence entre le nombre d’équations (indépendantes) et le nombre de variables
donne le nombre de commandes indépendantes m = dim u. Noter que le degré de sous-
détermination est infini car il s’agit de m fonctions arbitraires du temps. Aussi I’étude
des systemes sous-déterminés d’équations différentielles ordinaires est d’une nature tres
différente de celle des systemes déterminés, systemes étudiés dans le chapitre précédent.

La premiere partie de ce chapitre aborde la commandabilité. Apres de courtes définitions,
nous étudions en détail les systemes linéaires explicites © = Ax 4+ Bu. Leur commanda-
bilité est caractérisée par le critere de Kalman et la forme normale dite de Brunovsky.
Cette derniere permet un paramétrage explicite de toutes les trajectoires en fonctions
de m fonctions scalaires arbitraires ¢ — y(¢) et d’'un nombre fini de leurs dérivées. Ces
quantités y, dites sorties de Brunovsky, sont des combinaisons linéaires de x. Elles jouent
d’une certaine facon le role d’un potentiel!. Elles permettent surtout de calculer tres
simplement les commandes u pour aller d'un état vers un autre (planification de trajec-
toire). Elles permettent également de construire le bouclage (“feedback”) qui assure le
suivi asymptotique d'une trajectoire de référence arbitraire (stabilisation par placement
de poles).

Le calcul de tels bouclages nécessite la connaissance a chaque instant de 1'état z. 1l
est fréquent que seule une partie de 1’état soit directement accessible a la mesure. Aussi
est on confronté au probléeme suivant. Connaissant les équations du systéme (i.e., ayant
un modele), & = f(x,u), les relations entre les mesures y et I'état, y = h(x), les entrées
t — u(t) et les mesures t — y(t) , estimer z. Cela revient a résoudre le probleme suivant

T = f(:zc,u), Y= h(ZL‘)

ou z est I'inconnue (une fonction du temps) et ot u et y sont des fonctions connues du
temps. Il est clair que ce probleme est sur-déterminé. L'unicité de la solution correspond
a 'observabilité. L’existence au fait que y et u ne peuvent pas étre des fonctions du temps
indépendantes I'une de l'autre. Elles doivent vérifier des relations de compatibilité qui
prennent la forme d’équations différentielles.

_
1. Il est classique en physique de paramétrer toutes les solutions du systéme sous-déterminé div B = 0,
— — —
par un potentiel vecteur arbitraire A avec la formule B = rot A. Le potentiel vecteur A est alors défini
—
a partir du champs magnétique B a un champ de gradient pres.
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(0,773t — u(t) ?

z(0)=p espace d’état x

F1G. 4.1 — la planification de trajectoire.

La seconde partie de ce chapitre aborde cette question. Tout d’abord nous donnons les
définitions et les criteres assurant 'existence et 'unicité de la solution. Pour les systemes
linéaires nous présentons une méthode tres économe en calculs pour obtenir z avec un
observateur asymptotique.

En résumé, l'essentielle de ce chapitre porte sur les systemes linéaires invariants en
temps. Pour les systémes non linéaires une référence classique est [15]. On trouvera aussi
dans [2] des résultats sur la commandabilité non linéaire.

4.1 Commandabilité non linéaire

On considere le systeme explicite (f fonction réguliere)

d
d—j = f(z,u), zeR", uweR™ (4.1)

4.1.1 Définition

Définition 14 (trajectoire) On appelle trajectoire du systéme (4.1) toute fonction réquliére
I'>te (2(t)u(t) € R* x R™ qui satisfait identiquement sur un intervalle d’intérieur
non vide I de R les équations (4.1).

Définition 15 (commandabilité) Le systeme (4.1) est dit commandable en temps T >
0, si et seulement si, pour p,q € R™, il existe une loi horaire [0,T] > t — u(t) € R™, dite
commande en boucle ouverte, qui améne le systeme de ’état x(0) = p a l’état =(T) = q,
c’est a dire, telle que la solution du probleme de Cauchy

t = f(zu(t)) pourte[0,T]
z(0) = p

vérifie (T) = q. Le systéme est dit simplement commandable lorsqu’il est commandable
pour av, moins un temps T > 0.

D’autres définitions sont possibles: elles correspondent toutes a des variantes plus ou
moins subtiles de la définition 15. Comme lillustre la figure 4.1, la commandabilité est
une propriété topologique tres naturelle. En général, la commande en boucle ouverte
[0, 7] > t — u(t) n’est pas unique, il en existe une infinité. Cette étape s’appelle planifi-
cation de trajectoire: calculer t — wu(t) a partir de la connaissance de f, p et g constitue
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entrée agitation

volume V' constant

taux de dilution D = F/V

i o e k
echangeur u réaction X; — X,

- sortie

|

F T 9 T

Fi1Gc. 4.2 — un réacteur chimique exothermique ot u correspond aux échanges thermiques
avec l'extérieur.

I'une des questions majeures de l'automatique. Cette question qui est loin d’étre résolue
actuellement.

Exercice 17 (commandabilité des systémes discrets) Donner une définition de la
commandabilité pour le systeme discret défini par la récurrence en k suivante :

Tpr1 = f(zpug) xp € RY) wy, € R™.

Tres souvent, 'absence de commandabilité est due a 'existence d’intégrales premieres
non triviales. Ce sont des observables qui restent constantes le long de toute trajectoire.

4.1.2 Intégrale premiere

Considérons le réacteur exothermique de la figure 4.2. Les équations de bilan matiere
et énergie donnent alors les équations différentielles suivantes :

71 = D(xi" —x1) — kgexp(—E/RT )z,
Ty = —Dxy+ koexp(—E/RT)z (4.2)
T = D(T" —T)+aAH exp(—E/RT)a, +u.

La cinétique est linéaire du premier ordre, les constantes physiques usuelles (D, 2", ko,
E, T™ « et AH) sont toutes positives, la commande u est proportionnelle & la puissance
thermique échangée avec l'extérieur. x; est la concentration de 'espece chimique X, i =
1,2. On reconnait l'effet non linéaire essentiel de la loi d’Arrhenius k = koexp(—E/RT)
qui relie la constante de vitesse k a la température T'. Il est assez facile de voir que ce
systeme n’est pas commandable. En effet, le bilan global sur X; 4+ X5, élimine le terme
non linéaire pour donner

d .
%(xl + x9) = D(2]" — 11 — ).
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Ainsi donc la quantité & = z7 + xo vérifie une équation différentielle autonome f =
D(z" — €). Donc € = xi" + &yexp(—Dt) ol & est la valeur initiale de €. Si, dans la
définition 15, on prend I’état initial p tel que & = z1+xy = 21" et ¢ tel que & = z1+a5 = 0, il
n’existe pas de commande qui amene le systeme de p vers q. En effet, pour toute trajectoire
démarrant en un tel p, la quantité z; + x, reste constante et égale a 2%, Cette partie non
commandable du systeme représentée par la variable & admet ici un sens physique précis.
Elle est bien connue des chimistes. C’est un invariant chimique.

L’exemple ci-dessus nous indique que ’absence de commandabilité peut-étre liée a
'existence d’invariants, i.e., a des combinaisons des variables du systéme (on pourrait les
appeler des observables) et éventuellement du temps, qui sont conservées le long de toute
trajectoire. Pour (4.2), il s’agit de (z1+z—2") exp(Dt) correspondant & &y. Nous sommes
donc conduits a prolonger la notion d’intégrale premiere pour les systemes commandés.

Définition 16 (intégrale premiere) Une fonction réguliére R x R™ 5 (t,x) — h(t,x) €
R est appelée intégrale premiere du systéme (4.1), si elle est constante le long de toute tra-

jectoire du systeme. Une intégrale premiere est dite triviale si c’est une fonction constante
sur R x R™.

Si h est une intégrale premiere, sa dérivée le long d'une trajectoire arbitraire est nulle:

- ot * dr
pour toute trajectoire (¢ +— (z(t),u(t)) du systeme.

Exercice 18 (intégrale premiére en discret) Donner une définition de la notion d’inté-
grale premiére pour le systeme dynamique discret défini par la récurrence en k: xyy1 =
f(xk,uk), rr € R", u, € R™.

Si (4.1) admet une intégrale premiere non triviale ¢ — h(t,z) alors, (4.1) n’est pas
commandable. Sinon, il existe T" > 0, tel que pour tout p,qg € R™ et tout instant initial ¢
h(t,p) = h(t + T,q) (il existe une trajectoire reliant p a ¢ sur [t,t + T]). Donc h est une
fonction périodique du temps et indépendante de z. Mais alors la dérivée de h le long des
trajectoires du systeme correspond a %h. Comme elle est nulle, h est une constante, ce
qui contredit I'hypothese. Nous avons montré la proposition suivante

Proposition 5 Si le systéme (4.1) est commandable, alors ses intégrales premiéres sont
triviales.

Il est possible de caractériser en termes finis (i.e., a partir de f et d’'un nombre fini
de ses dérivées partielles) I'existence d’intégrale premiere non triviale. Nous allons nous
restreindre dans ce cours au cas linéaire. En effet, la démarche est la méme pour le cas non
linéaire. Elle conduit a des calculs plus lourds qui, pour étre présentés de facon compacte,
nécessitent le langage de la géométrie différentielle et les crochets de Lie.

4.2 Commandabilité linéaire

Nous considérons ici les systemes linéaires stationnaires du type

& = Az + Bu (4.3)
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ou 'état x € R", la commande (on dit aussi l'entrée) u € R™ et les matrices A et B sont
constantes et de tailles n x n et n X m, respectivement.

4.2.1 Matrice de commandabilité

Supposons que (4.3) admette une intégrale premiere h : RxR™ 3 (t,x) — h(t,x) € R.
Soit le changement de variables sur = définit par z = exp(tA)z. Avec les variables (z,u),
(4.3) devient Z = exp(—tA)Bu et 'intégrale premiere devient h(t,exp(tA)z) = I(t,z).
Comme la valeur de [ est constante le long de toute trajectoire nous avons, en dérivant le
long d’une trajectoire arbitraire t — (z(t),u(t))

.ol 0l
l=—=+—2=0.
oo
Comme 2 = exp(—tA)Bu, pour toute valeur de z et u on a 'identité suivante:
ol ol
a(t,z) + &(t,z) exp(—tA)Bu = 0.

En prenant, u = 0, z et ¢ arbitraires, on en déduit (prendre, e.g., la trajectoire du systeme
qui passe par z a U'instant ¢ et dont la commande u est nulle) :

ol

—(t,z) = 0.

5 ()

Donc nécessairement [ est uniquement fonction de z. Ainsi
ol
0z

En dérivant cette relation par rapport a ¢, on a,

@
0z

(z)exp(—tA)B = 0.

(z)exp(—tA)AB =0

car 4(exp(—tA)) = —exp(—tA)A. Plus généralement, une dérivation & n’importe quel

ordre £ > 0 donne ol
——(2) exp(—tA)A*B = 0.

0z
En prenant ¢ = 0 on obtient
ol
—(2)A*B =0, Vk>0.
82( ) -
Ainsi le vecteur %(z) appartient a I'intersection des noyaux a gauche de la famille infinie

de matrice (A*B)>o. Le noyau a gauche de A*B n’est autre que Im(A*B)~+, I'orthogonal

de I'image de A*B. Donc
ol

5. (2) € Q) Im(A*B)*.
Mais
(N Im(A*B)* = (Im(B) + ... + Im(A*B) +...)" .

k>0
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La suite d’espace vectoriel By = Im(B) + ... + Im(A¥B) est une suite croissante pour
I'inclusion, Ey C Ej,1.Si pour un certain k, £y, = FEj1, cela signifie que Im(Ak“B) C Ey,
donc A(E*) C E}. Mais Im(A*™?B) = Im(AA*"'B) C A(E*™). Ainsi Im(A*™B) C E.
On voit donc que pour tout r > 0, Im(A**"B) C Ej, d’'olt Ey,, = E. Ainsi la suite des
E), est une suite de sous-espaces vectoriels de R™ emboités les uns dans les autres. Cette
suite stationne des qu’elle n’est plus, pour un certain k, strictement croissante. Il suffit
donc de ne considérer que ses n premiers termes soit Fy, ... FE, 1, car automatiquement
E, 1 = E,, pour tout r > 0.

En revenant & la suite des noyaux & gauche de A*B, nous voyons que 2L(z) dans le
noyau a gauche de la suite infinie de matrices (A*B)gso, est équivalent &, %(2) dans le
noyau a gauche de la suite finie de matrices (A*B)o<p<n_1.2

Ainsi, pour tout z, %(2) appartient au noyau a gauche de la matrice n x (nm),

C = (B,AB,A’B,..., A" 'B) (4.4)

dite matrice de commandabilité de Kalman. Si C est de rang n, son noyau a gauche est
nul, donc [ ne dépend pas de z: [ est alors une fonction constante et h également.

Réciproquement, si la matrice de commandabilité C n’est pas de rang maximal, alors il
existe un vecteur w € R"/{0}, dans le noyau a gauche de (4.4). En remontant les calculs
avec [(z,t) = w'z on voit que A=0le long des trajectoires. En passant aux variables
(z,u), on obtient une intégrale premiere non triviale = h(t,x) = w’ - exp(—tA)x. Toute
trajectoire du systeme se situe dans un hyperplan orthogonal a w.

En résumé, nous avons démontré la

Proposition 6 La matrice de commandabilité C = (B,AB,A’B, ... A" B) est de rang
n, si, et seulement si, les seules intégrales premieres du systeme (4.3) sont triviales.

Des propositions 5 et 6, il vient: si le systeme (4.3) est commandable, sa matrice de
commandabilité est de rang n. Nous allons voir que la réciproque est vraie. Pour cela,
nous avons besoin de certaines propriétés d’invariance.

4.2.2 Invariance

Définition 17 (changement d’état, bouclage statique régulier) Un changement
linéaire de coordonnées x — T est défini par une matrice M inversible d’ordre n : v = MZ.
Un bouclage statique réqulier u — u est défini par une matrice N inversible d’ordre m et
une autre matrice K, m xn:u = Kz 4+ Nu. C’est un changement de variables sur les
commandes paramétré par [’état.

2. On pourrait aussi utiliser le théoreme de Cayley-Hamilton qui donne un résultat plus précis: toute
matrice carrée est racine de son polynéme caractéristique. Cela veut dire, A étant de taille n, que A™ est
une combinaison linéaire des (A¥)g<p<pn_1:

n—1
A" =" ppAF
k=0

ol les py sont définis par det(Al, — A) = A" — ZZ;& prAF. Nous avons préféré un argument plus simple
avec la suite des Fj mais qui a I’avantage de passer au non linéaire et qui correspond au calcul de I'algebre
de Lie de commandabilité.
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L’ensemble des transformations

(2) = () =k %) (%) 4

forment un groupe lorsque les matrices M, N et K varient (M et N restant inversibles).

S X
S X

Exercice 19 Si & = Ax + Bu est commandable (resp. n’admet pas d’intégrale premiére)
montrer que T = AT+ Bu obtenu avec (4.5) est commandable (resp. n’admet pas d’intégrale
premiére).

Les notions de commandabilité et d’intégrale premiere sont intrinseques, c’est-a-dire,
indépendantes des coordonnées avec lesquelles les équations du systeme sont établies. Si
la matrice de commandabilité dans les coordonnées (z,u) est de rang n, la matrice de
commandabilité dans les coordonnées (Z,%) sera aussi de rang n. Cette simple remarque
conduit au résultat non évident suivant :

rang(B,AB,... A" 'B) =n équivaut & rang(B,le, . ,A”_lé) =n
ol A et B s’obtiennent en écrivant & = Az + Bu dans les coordonnées (Z,4) :
&= M"(AM + BK)%z + M~'BN.

Soit A = M~Y(AM + BK) et B = M~'BN. En fait, il est possible d’aller beaucoup
plus loin et de montrer que les indices de commandabilité définis ci-dessous sont aussi
invariants.

Définition 18 (indices de commandabilité) Pour tout entier k, on note oy le rang
de la matrice (B,AB,A?B, ..., A*B). Les (o) sont appelés indices de commandabilité du
systéme linéaire (4.3),

La suite o}, est croissance, majorée par n. Ainsi, ’absence d’intégrale premiere est équivalente
a Op—1 =MN.

Proposition 7 (invariance) Les indices de commandabilité de & = Ax + Bu sont inva-
riants par changement de variable sur x et bouclage statique réqulier sur u.

Nous laissons la preuve de ce résultat par récurrence sur n en exercice.

Il est important de comprendre la géométrie derriere cette invariance. Les transfor-
mations (z,u) — (Z,u) du type (4.5) forment un groupe. Ce groupe définit une relation
d’équivalence entre deux systemes ayant méme nombre d’états et méme nombre de com-
mandes. La proposition précédente signifie simplement que les indices de commandabilité
sont les méme pour deux systemes appartenant a la meéme classe d’équivalence, i.e, le
méme objet géométrique vu dans deux reperes différents. En fait, on peut montrer que les
indices de commandabilité sont les seuls invariants: il y a autant de classes d’équivalence
que d’indices de commandabilité possibles. Nous ne montrerons pas en détail ce résultat.
Tous les éléments nécessaires a cette preuve se trouvent dans la construction de la forme
de Brunovsky ci-dessous (voir aussi [13, 17]).
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my ma

€T
L

.771 Lo

F1G. 4.3 — deux masses couplées par un ressort, le tout piloté par une seule force u.

4.2.3 Un exemple

Soit le systeme mécanique a deux degrés de liberté et une seule commande de la
figure 4.3. Il s’agit d’un systeme mécanique sous actionné contrairement au bras motorisé
étudié au chapitre 1 (un degré de liberté (I’angle ) et un moteur). En négligeant les
frottements et en supposant le ressort linéaire de raideur k, on est conduit au modele
suivant :

(4.6)

mlil = k?(l’g — fL‘l) +u
mz.i'g = k(l‘l — l’z).

Exercice 20 Calculer la matrice de commandabilité de (4.6). Quel est son rang?

Montrons que ce systeme est commandable. Il suffit pour cela de remarquer que la quantité
Zo, 'abscisse de la masse qui n’est pas directement soumise a la force u, joue un role tres
particulier (sortie de Brunovsky). Si au lieu de donner ¢ — u(t) et d’intégrer (4.6) a partir
de positions et vitesses initiales, on fixe ¢ — x5(t) = y(t). Alors x; = “2jj + y et donc
U = ML + Moy = %y(‘” + (mq + mg)y. Ainsi on peut écrire le systeme en faisant
jouer a xy un role privilégié:

z1 = (ma/k) §+y

T2 =Y

u = (myma/k) y® + my +my)i.

On obtient ainsi un paramétrisation explicite de toutes les trajectoires du systeme. Les

relations précédentes établissent une correspondance bi-univoque et réguliere entre les
trajectoires de (4.6) et les fonctions régulieres t — y(?).

Exercice 21 Quel est l'index du systéeme semi-implicite formé de (4.6) avec xo = y(t)
ot y(t) est une fonction connue du temps.

Ainsi nous constatons que l'inverse du systeme (4.6) avec comme sortie y = x5 est sans
dynamique. Cela permet de calculer de la fagon la plus élémentaire possible une commande
[0,7] > t — u(t) qui fait passer de I'état p = (07,25 08) & Vétat ¢ = (z9,0],2303) (v;
correspond & ;). Comme

xy = (ma/k) §j+y

v = (ma/k) 4+

Tog =Y

ngy
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imposer p en t = 0 revient a imposer y et ses dérivées jusqu’a l'ordre 3 en 0. Il en est de
méme en ¢t = T'. Il suffit donc de trouver une fonction réguliere [0,7] > ¢ — y(t) dont les
dérivées jusqu’a l'ordre 3 sont données a priori en 0 et en 7': un polyndéme de degré 7 en
temps répond a la question mais il existe bien d’autres possibilités.

Nous allons voir, avec la forme normale de Brunovsky, qu’une telle correspondance
entre y et les trajectoires du systeme est générale. Il suffit que (4.3) soit commandable.
Tout revient donc a trouver la sortie de Brunovsky y de méme dimension que la com-
mande u.

Exercice 22 On veut transférer (4.6) de la configuration stationnaire x1 = o =0 a la
configuration stationnaire r1 = xo = D > 0 durant le temps T. Calculer explicitement
une commande [0,T] > t — wu(t) qui assure le transfert. On pourra supposer donnée une
fonction C* ¢ : [0,1] — [0,1] telle que ¢(0) = 0, ¢(1) =1 et %(0) = ‘5%?(1) = 0 pour
kE=1,23.

4.2.4 Critere de Kalman et forme de Brunovsky

Théoréme 10 (critére de Kalman) Le systéme © = Ax + Bu est commandable si,

et seulement si, la matrice de commandabilité C = (B,AB,... A""'B) est de rang n =
dim(x).

Pour abréger, on dit souvent que la paire (A,B) est commandable, pour dire que le rang
de la matrice de commandabilité C est maximum.

La preuve que nous allons donner de ce résultat n’est pas la plus courte possible.
Cependant, elle permet de décrire explicitement, pour toute durée T' > 0 et pour p,q € R",
les trajectoires du systeme qui partent de p et arrivent en q. Cette preuve utilise la forme
dite de Brunovsky. Cette derniére se construit grace a une méthode d’élimination, proche
de celle tres classique du pivot de Gauss. La méme technique de calcul permet de traiter
completement la réalisation d'un transfert rationnel causal (c.f. probleme 7).

Théoréme 11 (forme de Brunovsky) Si (B,AB,... A" 'B), la matrice de comman-
dabilité de © = Ax + Bu, est de rang n = dim(z) et si B est de rang m = dim(u),
alors il existe un changement d’état = = Mz (M matrice inversible n X n) et un bouclage
statique régulier w = Kz 4+ Nv (N matrice inversible m x m), tels que les équations du
systéeme dans les variables (z,v) admettent la forme suivante (écriture sous la forme de
m équations différentielles d’ordre > 1) :

(al) (am)

Yy =, s e =y, (4.7)

avec comme état z = (yl,yg), . ,yiarl), ,ym,y%), . ,yﬁff’”fl)), les «; étant des
entiers positifs.

Les m quantités y, qui sont des combinaisons linéaires de 1'état z, sont appelées sorties
de Brunouvsky.

Exercice 23 (indices de commandabilité et forme de Brunovsky) Relier, pour une
paire (A,B) commandable, les indices de commandabilité oy, aux m entiers o; de la forme
de Brunouvsky.
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Exercice 24 On reprend les hypothéses du théoreme 11. Les sorties de Brunouvsky y sont
des combinaisons linéaires de l’état x : y = Cx. Quel est [index du systéme semi-implicite

= Ax+ Bu, 0=Cx.

Quelles sont ses solutions ?

Preuve du théoréme 11. Elle repose sur
1. une mise sous forme triangulaire des équations d’état et 1’élimination de w;
2. linvariance du rang de (B,AB, ... A" 1 B) par rapport aux transformations (4.5);

3. une récurrence sur la dimension de l'état.

Mise sous forme triangulaire On suppose que B est de rang m = dim(u) (sinon, faire
un regroupement des commandes en un nombre plus petit que m de fagon a se ramener
a ce cas). Alors, il existe une partition de 'état z = (z,,z,) avec dim(z,) = n — m et
dim(z,) = m telle que les équations (4.3) admettent la structure bloc suivante

T, = Arrxr + Aruxu + B,u
T, = Aurxr + Auul'u + Byu

ou B, est une matrice carrée inversible. Cette partition n’est pas unique, bien str. En
tirant v de la seconde équation et en reportant dans la premiere, on obtient

i'r = Arrxr + Aruxu + Brszl(xu - Aurxr - Auuxu)
Ty = Apy + Aputy + Buu.

En regroupant les dérivées dans la premiere équation, on a

jjr - Bqujlxu = (Arr - Bquleur)xr + (Aru - Bquleuu)xu
Ty = Aurxr + Auuxu + Buu

Avec une transformation (4.5) définie par

-1 ~ ~
Tp = Ty — BTBu Lyy Ty = Ty, U= Aurxr + Auul'u + Buua
les équations & = Ax + Bu deviennent

T = A7y + Ay
o -

ou 1217" = (AT'I‘ - BTszlAur) et A’Zlu = (Arr - BrBu_lAur)Brszl + (Aru - BTszlAuu) Dans
cette structure triangulaire ou la commande @ n’intervient pas dans la premiere équation,
nous voyons apparaitre un systeme plus petit d’état z, et de commande z,. Cela nous
permet de réduire la dimension de x et de raisonner par récurrence.

Invariance Un simple calcul par blocs nous montre que si (B,AB,... A" 1B) est de
rang n alors (A,,A,A,,... A" 1A,) est de rang n —m. Du systeme de taille n on passe
ainsi au systeme de taille réduite n — m, x = A&, + Az, (T, 'état, &, la commande).
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Récurrence sur le nombre d’états Supposons donc, le résultat vrai pour toutes les
dimensions d’état inférieures ou égales a n — 1. Considérons un systeme & = Axr + Bu
avec n = dim(z), sa matrice de commandabilité de rang n, et B de rang m = dim(u) > 0.
L’élimination de u donne, apres une transformation de type (4.5),

i, = Ax,+ Az,
T, = U

ot dim(u) = dim(z,) = m et dim(x,) = n — m avec (A,,A, Ay, ... A" 1A,) de rang
n—m < n (les ~ ont été enlevés pour alléger les notations). Notons m le rang de A,.
Comme m < m, un changement de variable sur z,, (Z,,Z,) = Pz, avec P inversible,
permet d’écrire le systeme sous la forme

l:r = Arxr—i_Aui'u

T, = (4.8)
Ty = U
avec (4,u) = Pu, dim(z,) = m et A, de rang m. Comme le rang de la matrice de

commandabilité de #, = A,z, + A, T, (z, est I'état et 7, la commande) est égal a n —
m = dim(z,), 'hypothese de récurrence assure l'existence d’'un changement de variable
x, = Mz et d'un bouclage statique régulier z,, = Kz+ N (0 est la nouvelle commande ici)
mettant ce sous systéme sous forme de Brunovsky. Alors le changement d’état (x,,Z,,%,)
défini par

T, M 0 0 z
T, | = K N 0 v
Ty 0 0 1 Tu

et le bouclage statique régulier sur (u,u)
u=KM*'(Aux, +Az,)+No, a=17

transforme alors le systeme (4.8) sous forme de Brunovsky avec v = (0,0) comme nouvelle
commande. |

Preuve du théoreme 10 La commandabilité est indépendante du choix des variables
sur x et d'un bouclage statique régulier sur u. On peut donc supposer le systeme sous
sa forme de Brunovsky. Dans ces coordonnées, aller d'un état a un autre est élémentaire.

Il se ramene & étudier la commandabilité du systeme scalaire y® = v. L’état initial
(Yay - - - ,yff‘_l)) et 'état final (yp, . .. ,yéa_l)) ainsi que la durée T" étant donnés, les lois ho-

raires ¢t — v(t) assurant le passage entre ces deux états pendant la durée T' correspondent
alors a la dérivée a-ieme de fonctions [0,7] > ¢ — ¢(t) € R, dont les dérivées jusqu’a
I'ordre a — 1 en 0 et T' sont imposées par

e 0) =y, T =y, r=0,.. . a-1

Il existe bien str une infinité de telles fonctions ¢ (on peut prendre pour ¢ un polynéme
de degré 2ae — 1, par exemple). [ ]

Exercice 25 (commandabilité les systémes linéaires discrets) Montrer que le systéme
discret
Tpy1 = Axy, + Buk, T € Rn, up € R™
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est commandable si, et seulement si, le rang de (B,AB,A%B, ... A" B) vaut n. Quel est
alors l’équivalent de la forme de Brunouvsky.

4.2.5 Planification et suivi de trajectoires

De la preuve des deux théoremes précédents, il est important de retenir deux choses:

— Dire que le systeme © = Ax + Bu est commandable, est équivalent a ’existence
d’un bouclage statique régulier u = Kz + Nv et d'un changement d’état x = Mz
se ramenant & la forme de Brunovsky y® = v et z = (y,... 5 V) (par abus de
notation y = (y1,...,ym) et y@ = (yial), o ,yﬁ,‘f’”))). Ainsi

=My, ...y ), u=Ly,... y)

ou la matrice L est construite avec K, N et M. Lorsque ’on considere une fonction
réguliere arbitraire du temps t — ¢(t) € R™ et que 'on calcule x(t) et u(t) par les
relations

w(t) = M(p(t),... (1), ult) = Llp(t), ... o' (1))

alors t — (z(t),u(t)) est une trajectoire du systéme: on a identiquement Z(t) —
Ax(t) — Bu(t) = 0. Réciproquement, toutes les trajectoires régulieres du systeme
se paramétrisent de cette fagon, grace a m fonctions scalaires arbitraires ¢4 (), ...,
©m(t) et un nombre fini de leurs dérivées par les formules ci-dessus.

— La commandabilité de & = Az + Bu implique la stabilisation par retour d’état. En
effet, il suffit de considérer la forme de Brunovsky et dans la forme de Brunovsky,
chacun des m sous-systemes indépendants yi(ai) = wv;. Soient «; valeurs propres,
AL, ..., Aq,, correspondant au spectre d’une matrice réelle de dimension «;. Notons
sy, les fonctions symétriques des \; (des quantités réelles donc) homogenes de degré k,

Qg

JIX =) = X% — sy X0 4 X% 2 44 (—1)%s,,
k=1

Alors, des que les A\, sont & partie réelle strictement négative, le bouclage

v = slyfaifl) - 823/@'(%72) +...+ (_1)%718%%’

assure la stabilité de y§ai) = v; : en effet, les exposants caractéristiques (on dit aussi
les pdles) du systeme bouclé sont les Ay.

Aussi de la forme de Brunovsky 1'on déduit directement le résultat suivant :

Théoréme 12 (placement de poles) Si la paire (A,B) est commandable alors, pour
toute matrice réelle F' n X n, il existe une matrice m xn, K (non nécessairement unique),
telle que le spectre de A + BK coincide avec celui de F.
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u=1u+Au?
-
-~
trajectoire réelle Zd A
x P
7’
7’

’
erreur \Az .. . .y
_ 7 trajectoire de référence
-

-,

-

Fi1G. 4.4 — le suivi de trajectoire.

De retour dans les coordonnées de modélisation, © = Ax + Bu, la planification de
trajectoire nous donne une trajectoire du systéme (par exemple la trajectoire que doit
suivre une fusée au décollage, la manoeuvre d’atterrissage d’un avion, . ..). Nous la notons
t — (x.(t),u(t)) avec l'indice r pour référence. En pratique, et a cause des aléas de
Iexistence, il convient, comme l'illustre la figure 4.4, de corriger en fonction de ’écart Ax,
la commande de référence wu, (il est rare de piloter un systéme en aveugle, uniquement en
sachant d’ot1 'on part et ou I'on veut aller). Le probléme est donc de calculer la correction
Au a partir de Ax de fagon a revenir sur la trajectoire de référence. On peut alors utiliser
un bouclage stabilisant en placant les poles sur la forme de Brunovsky.

D’une facon plus précise: comme &, = Az, + Bu,, on obtient, par différence avec
& = Ax + Bu I'équation d’erreur suivante

d(Ax)
dt

ou Az = x — x, et Au = u — u,; le systeme étant commandable, il existe K, matrice
m xn, telle que les valeurs propres de A+ BK soient a parties réelles strictement négatives
(placement de poles). Ainsi la correction

Au =K Ax

=A Ax+ B Au

assure le suivi asymptotique de la trajectoire de référence t — x,.(t). La stabilité struc-
turelle des points d’équilibres hyperboliques garantie que toute erreur assez faible (petite
incertitude sur A et B, effets non linéaires faibles, erreurs de mesure, erreurs de troncature
dues a la discrétisation de la loi de controle obtenue, ...) ne sera pas amplifiée au cours
du temps: x restera ainsi proche de z,.

Nous terminerons par une constatation d’ordre expérimental : lorsque le modele dy-
namique & = Ax 4+ Bu est d’origine physique, il n’est pas rare que sa partie non com-
mandable, i.e., ses intégrales premieres, ait une signification physique immédiate, tout
comme les grandeurs y, fonction de x et intervenant dans la forme de Brunovsky (c.f.
théoreme 11) de sa partie commandable. Cet état de fait n’est vraisemblablement pas
di entierement au hasard: en physique, les grandeurs qui admettent une signification
intrinseque, i.e., les grandeurs physiques, sont celles qui ne dépendent pas du repere de
I’observateur. En automatique, le passage d’'un repere a un autre correspond, entre autre,
a une transformation de type (4.5). Il est alors clair que le "sous-espace” engendré par les
sorties de Brunovsky est un invariant. Il a donc toutes les chances d’avoir un sens physique
immédiat. De plus les sorties de Brunovsky admettent un équivalent non linéaire pour de
nombreux systeémes physiques. On les appelle alors sorties plates (cf. exercices 26 et 27).
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Exercice 26 Soit le systeme de la figure 4.3. On suppose que le ressort est non linéaire.
Dans (4.6) la raideur k est fonction de x1—xy : k = ko+a(z,—x2)* avec ko et a > 0. Mon-
trer que le systeme reste commandable et calculer sa sortie "non linéaire” de Brunouvsky
(la sortie plate).

Exercice 27 Prenons 'exemple (4.2) en ne considérant que les deux équations différentielles
relatives a x1 et T (nous ne considérons que la partie commandable). Montrer (formelle-
ment) que ce sous-systeme a deux états et une commande est commandable (indication :

la quantité y = x1 joue le rdle de sortie "non linéaire” de Brunovsky (la sortie plate))
Calculer le bouclage statique qui linéarise le systéme.

Exercice 28 Pour le systeme (4.6) calculer explicitement un bouclage d’état qui place
les poles. Connaissant les parametres my, ma, et k que choisir comme poles pour assu-
rer la stabilité asymptotique du systeme bouclé ainsi que la robustesse par rapport a des
dynamiques négligées.

Exercice 29 Soit le systeme de la figure 4.3. On rajoute un amortisseur linéaire entre
les deux masses. Ainsi (4.6) devient (a > 0 est le coefficient de frottement)

ml.éc'l = k(.’L’Q — .’L’l) + a(.’i'z — .Tl) +u

mgi'z = ]{](.1'1 — .%'2) + a(a’cl — 33'2)

Montrer que le systéme reste commandable et calculer sa sortie de Brunouvsky.

4.2.6 Linéarisation par bouclage
Equivalence statique

La relation d’équivalence qui permet de mettre un systeme linéaire & = Ax + Bu comman-
dable sous forme de Brunovsky peut étre prolongée de la maniere suivante. Au lieu de considérer

des transformations du type
. Mx
U Kz + Nu

avec M et N matrices inversibles, considérons des transformations inversibles plus générales et

non linéaires suivantes
2= o(x)
u v = k(x,u)

ou ¢ est un difféfomorphisme et & z bloqué, u +— k(x,u) également. Il est donc logique de
considérer maintenant les systémes non linéaires de la forme & = f(x,u) et leur classification
modulo le groupe de transformations ci-dessus. La relation d’équivalence qui en résulte est
appelée équivalence par bouclage statique régulier et changement de coordonnées (d’une fagon
plus abrégée équivalence statique). Décider si deux systémes avec les mémes nombres d’états et
des commandes, © = f(x,u) et 2 = g(z,v), (f, g régulieres) sont équivalents, est un probleme
de géométrie tres compliquée et largement ouvert. En revanche, il existe une caractérisation
explicite des systemes non linéaires équivalents aux systemes linéaires commandables.
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CNS de linéarisation statique

L’intérét pratique est le suivant. Les équations issues de la physique & = f(x,u) sont en
général non linéaires dans les coordonnées de modélisation x et u. La question “ Existe-t-il des
coordonnées, z = ¢(z) et v = k(x,u), qui rendent les équations linéaires, Z = Az+ Bv avec (A,B)
commandable? ” est alors d’importance. En effet, une réponse positive signifie que le systeme
est faussement non linéaire: le systéme est alors dit linéarisable par bouclage statique. Il suffit
de changer de “repere” pour que tout devienne linéaire.

A partir de maintenant, nous considérons le systeme

= f(zu), zeR" wuweR™

avec f réguliere et f(0,0) = 0. Notre point de vue sera local autour de 1’équilibre (z,u) = (0,0).
Il peut étre élargi a ’espace tout entier sans difficulté importante.

Lemme 1 Les deux propositions suivantes sont équivalentes

1. Le systéme étendu

Tz = f(x,u
{ = (4.9
U=1u
est linéarisable par bouclage statique (u est ici la commande)
2. Le systeme
&= f(z,u) (4.10)

est linéarisable par bouclage statique.

Preuve Siz = ¢(z) et u = k(z,v) transforment (4.10) en un systéme linéaire commandable
Z = Az + Bu, alors (z,u) = (¢(2),k(z,v)) et u = %(Az + Bv) + %T) transforment (4.9) en

2=Az+Bv, 0=7 (4.11)

systeme linéaire commandable. Ainsi la seconde proposition implique la premiere.

Supposons maintenant la premiere proposition vraie. Comme tout systeme linéaire comman-
dable peut s’écrire sous la forme (4.11) avec (A,B) commandable, (cf forme de Brunovsky) il
existe une transformation (z,u) = (¢(z,v),1(z,v)) et @ = k(z,v,0) qui transforme (4.9) en (4.11)
avec dim(z) = dim(x). Cela veut dire que pour tout (z,v,7)

d¢ 99 _
22 (e0)(Az + Bo) + 220 = [(0(0)6(0).
Donc ¢ ne dépend pas de v et la transformation inversible z = ¢(2), u = 1(z,v) transforme (4.10)
en z = Az + Bwv. |
Ainsi, quitte & étendre ’état en posant @ = u et en prenant comme entrée u, on peut toujours
supposer que f est affine en u, i.e., que le systéme admet les équations

&= f(x) +uig1(z) + ... + umgm () (4.12)

ou f et les g; sont des champs de vecteurs réguliers. Il est alors facile de voir que les transfor-
mations x = ¢(z) et u = k(z,v) qui rendent le systéme linéaire sont nécessairement affines en v,
ie., k(z,v) = a(x) + B(z)v avec [ inversible pour tout x.
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Prenons maintenant un changement régulier de variables: * = ¢(z) d’inverse ¢ = ¢ 1,
z = ¢(x). Considérons maintenant le systéme défini par (4.12) dans le repére z. Dans le repere
z, nous avons les équations suivantes:

i= (DY fHuDy -gi+...+unDV - gm),_y) (4.13)

ol D est la matrice jacobienne de ): (gf;) . Ainsi f (resp. gi) devient Dt f (resp. D - gi).
i

b
A partir de ces champs de vecteurs définissant (4.12), on définit une suite croissantes d’es-
paces vectoriels indexés par x par la récurrence suivante

EO - {gla cee agm}a EZ - {Eifl)[f)Eifl]} 1 Z 1

ou [f,g] est le crochet de Lie de deux champs de vecteurs f et g et ou { } signifie espace
vectoriel engendré par les vecteurs a l'intérieur des parentheses. On rappelle que le crochet de
deux champs de vecteurs f et g, de composantes (f1(x),...,fn(x)) et (g1(2),...,gn(x)) dans les
coordonnées (x1,...,2,,), admet comme composantes dans les mémes coordonnées z

= 0f; 0gi

S

k=1

Un simple calcul montrent que si z = ¥ (x) est un changement régulier de variables on obtient
les composantes du crochet [f,g] dans les coordonnées z par les mémes formules que dans les
coordonnées x. Cela veut dire que

Dy.[f,g] = [DY.f,Dy.g].

Ainsi on sait faire du calcul différentiel intrinseque sans passer par un choix particulier de repere.
Les E}, deviennennt, dans les coordonnées z, D). Ey. On appelle ce type d’objet des distributions
(rien a voir avec les distributions de Laurent Schwartz). Ce sont des objets intrinseques car la
méthode de construction de Ej ne dépend pas du systéme de coordonnées choisies pour faire les
calculs. Le résultat suivant date des années 1980.

Théoréme 13 CNS linéarisation statique Autour de I’équilibre (x,u) = (0,0), le systéme (4.12)
est linéarisable par bouclage statique régulier si, et seulement si, les distributions E;, 1 =
1,...,n — 1 définies ci-dessus sont involutives (stables par le crochet de Lie), de rang constant
autour de x = 0 et le rang de E,_1 vaut n, la dimension de x.

Une distribution E est dite involutive, si et seulement si, pour tous champs de vecteurs f et g
dans F (pour tout z, f(z) et g(z) appartiennent a l’espace vectoriel E(x)), alors le crochet [f,g]
reste aussi dans F.

Preuve 1l est évident que les distributions E; restent également inchangées par bouclage
statique u = a(x) + B(x)v avec F(z) inversible. Comme pour un systeme linéaire commandable
i = Ax + Bu, E; correspondent & l'image de (B,AB,...,A'B), les conditions sur les E; sont
donc nécessaires.

Leur coté suffisant repose essentiellement sur le théoréeme de Frobenius [10]. Ce résultat
classique de géometrie différentielle dit que toute distribution involutive E de rang constant m
correspond, dans des coordonnées adaptées w = (wy,...,w, ), & espace vectoriel engendré par les
m premieres composantes. On a ’habitude de noté 9/0wy, le champ de vecteurs de composantes
(0i k)1<i<n dans les coordonnées w. Alors E = {0/0w,...,0/0wp, }.
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Si les E; vérifient les conditions du théoréme, alors il existe un systéme de coordonnées
locales (z1,...,x,) autour de 0 tel que

0 0

ou o; est le rang de E;. Dans ces coordonnées locales, &; pour ¢ > og ne dépend pas de la
commande w. Ainsi, en remplacant u par «(x) + [(z)u avec une matrice inversible 3 bien
choisie, la dynamique (4.12) s’écrit nécessairement ainsi

T, =u;, t=1,...,009

SCZ:fZ(.’E), t1=o09+1,...n.

Un raisonnement simple montre que, pour ¢ > o1, f; ne dépend pas de (z1,...,x,,) car E;
involutive. Ainsi nous avons la structure suivante

i?l' = Uyg, ’izl,...,JO

T; :fi(xl,...,xn), t=o09+1,...,01

T; = fi(fEJOJrl, - ,fL’n), t=o01+1,...n.
De plus le rang de (fso+1, - - -,fo,) Par rapport a (z1,...,xqs,) vaut o1 — og. Donc o¢ < 01 — 0.
Quitte a faire des permutations sur les oy premiéres composantes de x, on peut supposer que
(15 Zoy—09) — (foo+1s - -+ S0y ) st inversible. Cela permet de définir un nouveau systeéme de
coordonnées en remplagant les o1 — og premieres composantes de = par (fso+1,..-,fs,) - Dans

ces nouvelles coordonnées et aprés bouclage statique régulier u +— [(z)u avec ((z) inversible
bien choisi, nous avons la structure suivante (les notations avec u, x et f sont conservées) :

:bl-:ul-, ’izl,...,JO
Ti = Ti—gy, L=00+1,...,01
:bi:fi(xo‘o+1)°°'ax’n)a t=o01+1,...n.

On sait que ce systeme est linéarisable si, et seulement si, le systeme réduit

Ti= Ti—gy, L=o00+1,...,01
T; = fi(xo'o_l’_l’ R ,.’Bn), t1=o1+1,....n
avec (1, ...,y —o,) comme commande. Comme les distributions E; associées a ce systeme réduit

se déduisent simplement de celles du systeme étendu en éliminant les champs de vecteurs 8%1,

. a%, on voit qu’elles vérifient, elles aussi, les conditions du théoreme. Ainsi il est possible de
70

réduire encore le systeme. A chaque étape, la linéarisation du systeéme étendu est équivalente a

celle du systeme réduit. Au bout de cette élimination (en au plus de n—1 étapes), la linéarisation

du systeme de départ est alors équivalent a celle d’un systeme réduit de la forme

&= f(zu)

ou le rang de f par rapport a u est égale a la dimension de x, linéarisation qui est alors triviale.
]
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Bouclage dynamique

Le lemme 1 est trompeur. Il semble suggérer que le fait d’étendre un systéme en rajoutant
des dérivées de la commande dans 1’état ne rajoute rien pour la linéarisation. Ceci est vrai si
on rajoute le méme nombre d’intégrateurs sur toutes les commandes (“prolongation totale”).
Par contre, des nombres différents peuvent permettre de gagner quelque chose. Par exemple le
systeme

= —uysinf, Z=wqcosf—1, 0 = Ug

n’est pas linéarisable par bouclage statique bien que le systeme étendu

T =—uysinf, Z=wqcosf—1, i =uq, 0 = U9
de commande (@;,u2) le soit. Ce fait n’est nullement contraire au lemme 1 puisque seule I’entrée
uyp a été prolongée deux fois. Pour un systéme a une seule commande, on ne gagne évidement
rien.
Cette remarque est a l'origine de la linéarisation par bouclage dynamique. Un systéme & =
f(x,u) est dit linéarisable par bouclage dynamique régulier, si, et seulement si, il existe un
compensateur dynamique régulier

5 = a($7£7v)’ u = k($’£7v)’

tel que le systeme bouclé .
T = f(x)k(x)gav))a 5 = CL(ZC,S,’U)

soit linéarisable par bouclage statique régulier. Noter que la dimension de £ est libre. La dimen-
sion de l’espace dans lequel on doit travailler peut a priori étre arbitrairement grande. Noter
également que les compensateurs dynamiques qui consistent a ne prolonger que les entrées, sont
des compensateurs particuliers. Ils ne permettent pas de linéariser certains systemes comme celui
ci:

I = ecugcosf —uysinf
= cugsinf + ujcos —g

=  u2.

En effet, on peut montrer que, quelque soit le compensateur dynamique de la forme ugal) = Uy,

u(2a2) = U (a1 et ag entiers arbitraires), le systéme étendu n’est pas linéarisable par bouclage
statique. En revanche il est linéarisable par le bouclage dynamique endogene construit en 2.2.4.

Cette question est a l'origine des systemes plats, les systemes linéarisables par des bou-
clages dynamiques dits endogenes et auxquels est associée une relation d’équivalence (i.e., une
géométrie). Pour en savoir plus voir [19)].

4.3 Observabilité non linéaire

Nous considérons les systemes non linéaires de la forme:

dx
o~ e (4.14)
y = h(z)

avec r € R" u € R™ et y € RP. Les fonctionsf et h sont régulieres.
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4.3.1 Définition

Pour définir I'observabilité, il convient d’abord de définir la notion de distinguabilité.

Définition 19 (distinguabilité) Deux états initiauz x et T sont dits indistinguables
(notés xlx) si pour tout t > 0, les sorties y(t) et y(t) sont identiques pour toute entrée
u(t) admissible®. Ils sont dits distinguables sinon.

L’indistinguabilité est une relation d’équivalence. Notons I(x) la classe d’équivalence de x.
L’observabilité est alors définie de la maniere suivante :

Définition 20 (observabilité globale) Le systéeme (4.14) est dit observable en x si
I(x) = {x} et il est observable si I(x) = {x} pour tout x.

En fait, le systéme est observable si pour tous les états initiaux x et z, il existe une entrée
admissible u qui distingue z et 7, c’est a dire telle que y(t) # y(¢) pour au moins un temps
t>0.

Il peut exister des entrées qui ne distinguent pas certains points. Cependant, le systeme
peut étre malgré tout observable. Par exemple

.jl'l = UX2
jfg = O
y =

est observable (pour u = 1 par exemple). Cependant l'entrée u = 0 ne distingue pas les
point x et T tel que x1 = T; et x5 # Ts. Notons que l'observabilité ne signifie pas que
toute entrée distingue tous les états. L’observabilité est un concept global. Il peut étre
nécessaire d’aller tres loin dans le temps et dans 'espace d’état pour distinguer deux états
initiaux. Pour cela nous introduisons le concept plus fort :

Définition 21 (observabilité locale en temps et en espace) L’état x de (4.14) est
localement observable, si pour tout € > 0 et pour tout voisinage U de x, il existe n > 0 plus
petit que € et un voisinage V' de x contenu dans U, tel que pour tout x € V', il existe une
entrée [0,n] > t — u(t) qui distingue x et T, i.e. telle que y(n) # y(n). Le systéme (4.14)
est localement observable s’il [’est pour tout x.

Intuitivement, le systeme (4.14) est localement observable si on peut instantanément
distinguer chaque état de ses voisins en choisissant judicieusement 'entrée u.

4.3.2 Critére

La seule facon effective de tester 'observabilité d’un systeme est de considérer 1'appli-
cation qui a x associe y et ses dérivées en temps. Nous supposerons dans cette section que
y et u sont des fonctions régulieres du temps. Nous supposerons également que les rangs
en z des fonctions de (z,u,u, ...) qui apparaissent ci-dessous sont constants.

Considérons donc (4.14). On note ho(z) := h(x). En dérivant y par rapport au temps
on a

y = D, h(x)t = D,h(z) - f(x,u) := hy(z,u).

3. y(t) (resp. y(t)) correspond & la sortie de (4.14) avec entrée u(t) et la condition initiale x (resp. T).
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Des dérivations successives conduisent donc a une suite de fonctions hg(z,u, . .. ,u(k_l))
définie par la récurrence

hit1 = %(hk), ho(z) = h(x).

Si pour un certain k, le rang en x du systeme

ho(l’) =Y
hi(zu) =79

hk(l‘,u, s 7u(k71)) = y(k)

vaut n = dim(z) alors le systeme est localement observable. 11 suffit d’utiliser le théoreme
d’inversion locale pour calculer x en fonction de (y, ... ,y(k)) et (u,...,u*Y). Si & partir
d’'un certain k, hjy1 ne fait plus apparaitre de nouvelle relation en z, i.e.; si le rang en
x de (ho,...,hy)" est identique a celui de (hq, ... hx,hiy1)’, alors il en est de méme pour
k+ 2, k+ 3, ...Ainsi, il n’est pas nécessaire de dériver plus de n — 1 fois y pour savoir
si un systeme est localement observable ou non. Ce raisonnement est correct autour d’un
état générique, nous ne traitons pas les singularités qui peuvent apparaitre en des états et
entrées particulieres. Nous renvoyons a [18] pour les cas plus généraux avec singularités.

Ce calcul élémentaire montre aussi que y et u sont reliés par des équations différentielles.
Elles correspondent aux relations de compatibilité associées au systeme sur-déterminé (4.14)
ol l'inconnue est x et les données sont u et y. On obtient toutes les relations possibles en
éliminant x du systeme

ho(l’) =Yy
hi(zu) =79

b (2, .. ™YY = (™),

On peut montrer que pour un systeme localement observable, u et y sont reliés par
p = dim(y) équations différentielles indépendantes. Ces équations font intervenir y dérivé
au plus n fois et v dérivé au plus n — 1 fois.

La mise en forme des idées précédentes est assez fastidieuse mais néanmoins instructive.
Nous nous contenterons de retenir qu’en général ’observabilité signifie que I’état peut étre
exprimé en fonction des sorties, des entrées et d’un nombre fini de leur dérivées en temps.
Dans ce cas, y et u sont reliés par p équations différentielles d’ordre au plus n en y et
n—1en u.

Pour conclure, reprenons I'exemple du réacteur chimique (4.2) (page 85) afin d’illustrer
I’analyse formelle précédente. Nous ne considérons que x; et T' car l'invariant chimique
71+ 9 est supposé égal & xi". Nous supposons que la température T est mesurée (thermo-
couple) mais pas la concentration z;. Nous avons donc a résoudre le systeme sur-déterminé
(les quantités autres que (z1,u,y,T") sont des constantes connues)

i1 = D(a" —x1) — koexp(—E/RT)x,
T = D(T"™—-T)+aAHexp(—E/RT)x, +u
y(t) = T.
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On a facilement z; en fonction de (y,y) et w:

_ =D —y)—u
aAHexp(—E/Ry)’

o (4.15)

Le systeme est donc observable. y et u sont reliés par une équation différentielle du second
ordre en y et du premier ordre en u. On l'obtient en utilisant 1’équation donnant 2 :

d (§—D(T" —y)—u
dt \ aAH exp(—E/Ry)

y—D(T™" —y) —u
aAH exp(—E/Ry)’

) = D2 — (D + ko exp(—E/Ry)) (4.16)

Il s’agit d’une condition de compatibilité entre y et u. Si elle n’est pas satisfaite alors le
systeme sur-déterminé de départ n’admet pas de solution. On congoit tres bien que ces
relations de compatibilité sont a la base du diagnostique et de la détection de panne.

4.3.3 Observateur, estimation, moindre carré

Savoir que le systeme est observable est bien. Calculer x a partir de y et u est en-
core mieux. Cependant, la démarche formelle précédente ne répondre en pratique qu’a
la premiere question. En effet, avoir x en fonction de dérivées des mesures s’avere d’une
utilité fort limitée des que l'ordre de dérivation dépasse 2 et/ou deés que les signaux sont
bruités. Il convient en fait de calculer x en fonction d’intégrales de y et u. Dans ce cas, le
bruit sur les signaux est beaucoup moins génant. La synthese d’observateur, c’est a dire
estimer x sans utiliser les dérivées de y, pose des problemes supplémentaires (et nettement
plus difficiles en fait) que la caractérisation des systeémes observables.

Revenons a (4.14). Nous avons en fait un nombre infini d’équations en trop. En effet,
puisque l'entrée u est connue, ’état est entierement donné par sa condition initiale x grace
au flot ¢} de E=7f (&,u(t)). Ainsi x vérifie a chaque instant ¢, p équations, p étant donc
le nombre de mesures:

y(t) = h(o/(z)).

Il est tres tentant de résoudre ce systeme par les moindres carrés, méme si, pour un
systéme non-linéaire cela n’a pas beaucoup de sens (dépend du choix des coordonnées et
de la méthode utilisée pour mesurer les écarts). Fixons nous un intervalle d’observation
[0,T]. = peut étre calculé comme l'argument du minimum de

J(€) = / (y(t) — W (2))? dt.

x est ainsi obtenu comme on obtient un parametre a partir de données expérimentales et
d’un modele ou ce parametre intervient: en minimisant l'erreur quadratique entre 1'ob-
servation y(t) et la valeur prédite par le modele ¢ (z). Ainsi les problemes d’observateur
sont fondamentalement proches des problemes d’estimation pour lesquels 'optimisation
joue un role important. Cependant les difficultés ne sont pas pour autant aplanies: le
calcul du flot, i.e., la résolution de I’équation différentielle & = f(x,u) ne peut se faire
que numériquement en général; la fonction J n’a aucune raison d’avoir les bonnes pro-
priétés de convexité qui assure la convergence des principaux algorithmes d’optimisation
(c.f.[14]). La synthese d’observateur reste donc une question difficile en général bien que
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tres importante en pratique. Noter enfin que I'identification de parametres 6 sur un modele
& = f(z,u,0) est un sous-probleme: I'identifiabilité correspond alors a 1'observabilité du
systeme

i=flzud), 0=0 y=u

d’état (x,0) et de sortie y = x.
Dans le cas linéaire, f = Az + Bu et h = Cx, ¢} (z) est une fonction affine en z:

¢y (z) = exp(tA)z —I—/O exp((t — s)A)Bu(s) ds.

Avec un intervalle d’observation [0,7], = peut étre calculé comme 'argument du minimum
de

T

J(&) = / (2(t) — Cexp(tA)x)* dt (4.17)

0
ouz(t) =y(t)-C f(f exp((t—s)A)Bu(s) ds. Nous voyons clairement que J est quadratique.
On retrouve alors le filtre de Kalman dans le cadre déterministe et la commande LQG.
Cet aspect étant traité par ailleurs, nous n’en parlerons pas. Nous allons maintenant
aborder l'observabilité des systemes linéaires avec un point de vue moins classique qui

met ’accent sur les observateurs asymptotiques. Ces derniers fournissent, avec des calculs
tres économiques, x en fonction de y, u et leurs intégrales.

4.4 Observabilité linéaire
On considere ici le systeme, d’entrée u, d’état x et de sortie y suivant

z = Ax+ Bu

y — Ca (4.18)

ol A est une matrice n X n, B une matrice n x m et C' une matrice p X n.

4.4.1 Le critere de Kalman

Théoréme 14 (critére de Kalman) Le systeme @ = Ax + Bu, y = Cx est observable
au sens de la définition 21 si, et seulement si, le rang de la matrice d’observabilité

C
CA
CAm1

est égal a n = dim(x).

Pour abréger, on dit souvent que la paire (A,C') est observable lorsque le rang de la matrice
d’observabilité O est maximum.
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Preuve Dérivons y et d’utilisons 1’équation d’état. Une premiere dérivation donne
y=Ci=CAx + CBu.
Donc z est nécessairement solution du systeme (les fonctions y et u sont connues)

Cx =y
CAxr = y— CBu.

A ce niveau, tout se passe comme si la quantité g, = y— C Bu était une nouvelle sortie. En
la dérivant de nouveau, nous avons CA%x = §j; — C ABu. Maintenant, x est nécessairement
solution du systeme étendu

Cx = Y=y
CAxr = 9y =9y—CBu
CAQ.I' = gg = ?1 - OABU
Il est alors facile de voir que x sera nécessairement solution des équations

CAkz = g, (4.19)

ol les quantités connues g, sont définies par la récurrence ¥, = yp_1 — CA* "' Bu pour
kE>1etyy=y.

Si le rang de la matrice d’observabilité est maximum et égal a n, elle admet un inverse
a gauche (non nécessairement unique), P matrice n X pn vérifiant

C
CA
cA1
Ainsi
Yo
rz=P :
gnfl

La condition de rang est donc suffisante.

Supposons maintenant que la matrice d’observabilité, de taille pn x n, soit de rang
r < n. Nous allons montrer qu’il existe, au moins, deux trajectoires différentes avec les
mémes commandes, donnant la méme sortie. Cela montrera que la condition est aussi

nécessaire.
Soit w € R™ un élément non nul du noyau de la matrice de commandabilité. Pour
k=0,....n—1, CA*w = 0. Par un raisonnement identique a celui fait lors de la preuve

de la proposition 6 avec les noyaux & gauche de A*B, on a nécessairement C'A*w = 0,
pour toute k& > n. Donc w est dans le noyau de toutes les matrices C A*. Prenons comme
premiere trajectoire [0,7] o t — (z,u) = 0. Alors, y = 0. Prenons maintenant comme
seconde trajectoire, celle qui, & commande nulle, démarre en w: [0,7] > ¢t — (zu) =
(exp(tA)w,0). Sa sortie vaut
+o0 4 '
Cexp(tA)w = 5C’Alw =0

1=0
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car chaque terme de la série est nul. [

Exercice 30 Montrer que J définie par (4.17), page 104, est strictement conveze si, et
seulement si, (A,C') est observable.

Exercice 31 Le systéme (4.6), page 90, est-il observable avec comme mesure y = x ¢
Lest-il avec y = 11 7

Exercice 32 Donner pour les systémes discrets linéaires
Tl = A.’L’k + Buk, Y = C.’L’k

une définition de 'observabilité et montrer que le critére de Kalman reste inchangé.

4.4.2 Observateurs asymptotiques

Il est classique de noter par T une estimation de la quantité x. Nous cherchons ici a
obtenir une estimation de I’état sans utiliser les dérivées de y et u. La premiere idée qui
vient a I'esprit est de copier la dynamique du systeme. On integre directement

2 = A% + Bu

a partir d’'une condition initiale Zp. Si la matrice A est stable, alors & peut étre pris
comme estimation de x car l'erreur e, = & — x tend vers 0 puisque é, = Ae,.

Si A est instable cette méthode ne marchera pas. En effet, une petite erreur initiale
e, (0) sera amplifiée exponentiellement. Intuitivement, si 'erreur —x devient grande alors,
le systéme étant observable, l'erreur sur les sorties § — y deviendra grande également .
Comme y est connue, il est alors tentant de modifier i = A + Bu par 'ajout d'un
terme du type L(7 —y) qu’on connait et qui correspond a 'erreur d’observation. Ainsi, le
probléme suivant se pose, peut-on choisir la matrice L de facon a ce que la solution & du
systeme .

&= Az + Bu(t)+ L(y — y(t)), 9=Cz

converge vers x? Puis que y = C'z, la question se pose ainsi: peut-on ajuster la matrice
L de facon a obtenir une équation différentielle d’erreur stable:

ér=(A+ LC)e, ?

Par un choix judicieux de L, peut-on imposer a A+ LC d’avoir toutes ses valeurs propres
a partie réelle strictement négative?

Or, les valeurs propres restent inchangées par la transposition: A + LC' admet le
méme spectre que A’ + C'L'. De plus la paire (A,C) est observable si, et seulement si,
la paire (A’,C") est commandable: on obtient le critere de Kalman de commandabilité
en transposant celui de I'observabilité. Ainsi le théoreme 12 se transpose de la maniere
suivante :

Théoréme 15 (observateur asymptotique) Si (A,C) est observable, il existe L, ma-
trice n X p, telle que le spectre de A + LC' soit le méme que celui de n’importe quelle
matrice réelle n x n.

4.0On a noté gy = CZ.



4.5. OBSERVATEUR-CONTROLEUR LINEAIRE 107

Exercice 33 (forme canonique) Donner pour un systeme linéaire observable la forme
canonique duale de celle de Brunovsky. Quelle est la relation d’équivalence associée a cette
forme canonique ?

4.4.3 Observateur réduit de Luenberger

Supposons que C' soit de rang maximum p = dim(y) et que la paire (A,C') soit ob-
servable. On peut toujours supposer, quitte a faire un changement de variable sur z, que
y correspond aux p premieres composantes de 1'état x: x = (y,z,). L'équation d’état
& = Ax + Bu s’écrit alors sous forme blocs :

y = Ayy+ A,z + Byu
T, = Any+ Az + B

Il est facile de montrer, en revenant, par exemple a la définition de 1'observabilité, que
(A,C) est observable si, et seulement si, (A4,,,A,,) I'est: en effet connaitre y et « implique
la connaissance de Ay, z, = y— Ay, y— Byu, qui peut étre vu comme une sortie du systeme
T, = Arrxr + (Bru =+ Aryy)'

En ajustant correctement la matrice des gains d’observation L,, le spectre de A,, +
L, A, coincide avec celui de n’importe quelle matrice réelle carrée d’ordre n—p = dim(z, ).
Considérons alors la variable £ = x, 4+ L,y au lieu de x,.. Un simple calcul montre que

§ = (A + Ly Ay )+ (Ary + LAy — (A + Ly Ay ) Ly )y + (B + Ly By u.

Ainsi en choisissant L,, de facon a avoir A,, 4+ L,A,, stable, nous obtenons un observa-
teur d’ordre réduit n — p pour ¢ (donc pour x, = & — L,y) en recopiant cette équation
différentielle

~

€= (A + LAy e+ (Apy + LAy, — (Ary + LAy ) L)y(8) + (Br + Lo By Jult).
En effet la dynamique de l'erreur sur &, e = é — & vérifie ’équation autonome stable
ég = (Arr + LrAyr)eg.

Cet observateur réduit est intéressant lorsque n—p est petit, typiquement n—p = 1,2:
la stabilité d'un systeme de dimension 1 ou 2 est tres simple a étudier.

Exercice 34 (observateur réduit non linéaire) Construire pour le réacteur chimique (4.2),
page 85, un observateur asymptotique réduit de la concentration x1 a partir de la mesure
de température T (considérer £ = x1 + AT avec A bien choisi).

4.5 QObservateur-controleur linéaire

En regroupant les résultats sur la commandabilité et 1'observabilité linéaires, nous
savons comment résoudre de fagon robuste par rapport a de petites erreurs de modele et
de mesures, le probleme suivant : amener, a ’aide de la commande u, ’état  du systeme
de p a ¢ pendant le temps T' en ne mesurant que y sachant que: © = Az + Bu, y = Cx,

(A,B) commandable et (A,C') observable.
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En effet, comme (A,B) est commandable, nous savons avec la forme de Brunovsky
construire explicitement une trajectoire de référence [0,7] 3 t — (x,.(t),u.(t)) pour aller
de p a . Le respect de certaines contraintes peut-étre important a ce niveau et étre
un guide dans le choix de cette trajectoire de référence (définition du critere pour la
commande optimale).

Toujours a cause de la commandabilité, nous savons construire un bouclage statique
sur z, Kz, de fagon a ce que la matrice A + BK soit stable (placement de pole). La
matrice K est souvent appelée matrice des gains de la commande.

Grace a l'observabilité, nous savons construire un observateur asymptotique sur = en
choisissant les gains d’observation L de fagon a avoir A + LC' stable.

Alors le bouclage dynamique de sortie

u(t) = u.(t) + K( — x.(t)) controleur
T = Az + Bu(t) + L(Cz —y(t)) observateur

assure le suivi asymptotique de la trajectoire de référence [0,7] > t — (x,.(t),u.(t)). Avec
ce bouclage, appelé commande modale ou encore observateur-controleur, les petites erreurs
de conditions initiales sont amorties lorsque t croit et les petites erreurs de modele et de
mesures ne sont pas amplifiées au cours du temps.

En effet, comme & = Ax + Bu et y = C'z, on a pour la dynamique du systeme bouclé:

& = Azx + B(u, (1) + K(2& — z,.(1)))
i = Ai + Blu,(t) + K(& — 2,(1))) + L(CZ — Cx)

ou I'état est maintenant (z,z). Comme (z,,u,) est une trajectoire du systeme, &, = Az, +
Bu,., on a en prenant comme variables d’état (Ax = . —x,(t),e, = £ —x) au lieu de (z,2),
la forme triangulaire suivante:

dex — (A4 LC) e,

il
A2r) _ (44 BK) Av+ BK e,.

dt

Ce qui montre que e, et Ax tendent vers 0 exponentiellement en temps.

Exercice 35 On dispose sur (4.6), page 90, de deux capteurs de position y; = x et
Yo = x9. Calculer une commande u, ne dépendant que des mesures y; et yo et de leurs
Yintégrales”, qui stabilise asymptotiquement en 0 (indication pour avoir des calculs simples :
utiliser un observateur réduit pour les vitesses; rajouter par la commande du frottement).
Reprendre la question précédente dans le cas ot le ressort est non linéaire (cf. exercice 26).

4.6 Problemes

Probléme 4 (une classe de systémes a retard) Soit le systéeme a retard suivant :
#(t) = Az(t) + Bu(t — 1), dimz =n, dimu=m.

1. Montrer que si la paire (A,B) est commandable, alors ce systéme est commandable.
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2. Montrer la relation sutvante
t
x(t+1) =exp(A)x(t) + / exp((t — s)A)Bu(s) ds.
t—1

En déduire un bouclage a retards repartis du type

u(t) = Lx(t) + /;1 R(t — s)u(s) ds

qui stabilise le systeme (donner Uallure des matrices L et R(t — s)). Montrer que
cette méthode de stabilisation est robuste a de petites incertitudes sur les matrices
A et B.

3. Ecrire explicitement le bouclage pour ©(t) = x(t) +u(t — 1). Tester en simulation la
robustesse du bouclage pour une erreur de 10% sur les paramétres du modéle.

Probléme 5 (décomposition en partie commandable et non commandable) Pour
& = Ax+ Bu, on note n—p le rang de la matrice de commandabilité (n = dim(z)). Mon-
trer qu’il existe un changement de variable sur x uniquement x = M, & = (&1,T2) avec
dim(Zs) = p, tel que l’équation d’état admette la structure bloc suivante :

i’l = Alli'l -+ Alz.i'g —+ Blu
fi‘2 = A22:Z‘2

ot (12111,31) est commandable. La partie non commandable correspond ainsi a une équation
différentielle autonome incluse dans le systeme. On pourra considérer la décomposition
de l’espace d’état R™ en une somme directe faisant intervenir l'image de la matrice de
commandabilité et un espace vectoriel complémentaire de rang p, les coordonnées 1 et To
étant associées a cette somme directe.

Probleme 6 (décomposition en partie observable et non observable) En s’inspi-
rant de [’exercice 5, montrer que tout systeme & = Ax + Bu, y = Cx, se décompose, par
changement de variables sur [’état uniquement, ainsi:

5?1 = /:111!51 + /:112@ + Byu
{i‘g ::/422{%2 + Bgu
y = Caly

ot (12122,@2) est observable.

Probléme 7 (réalisation d’un transfert causal) Considérons le transfert causal sui-

vant » )
ot

(s) = o

Yy OSP4t

i=0 i

u(s)

ot s est la variable de Laplace et correspond a l'opérateur d/dt , dimy = dimu = 1, avec
a, # 0 Ainsiy et u sont reliés par une équation différentielle d’ordre p ot des dérivées de
la commande u apparaissent jusqu’a l'ordre p au plus :

apy(p)+...+a0y:bpu(p)—|—...—|—bou.
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. Montrer que la forme d’état s’écrit de la maniére suivante

:t:A:E—I—Bou—i—Blu—l—...—i—Bpu(p), y=Cx.

FEzpliciter x, A, By, ..., B, et C.
Montrer que le changement de variables & = x — Byu®™Y donne

i=Ai+ Bou+ Byu+...+ B, ,uV, y=Ck

et permet d’éliminer uP) (un peu comme pour Uélimination de u dans la preuve de
la forme de Brunovsky). Expliciter A, By, ..., Bp_l et C.
En déduire un algorithme en p étapes qui réalise le transfert entre y et u sous la
forme

z=Fz+Gu, y=Hz+ Lu.

Donner avec l’algorithme précédent la taille et les valeurs des matrices F', G, H et
L, pour p=1 et p= 2 en fonction des a; et desb;.

Etendre l’algorithme au cas multi-variable.

Probleme 8 (régulation de niveau) Un débit liquide F' wvariable au cours du temps
(la perturbation) entre dans un réservoir contenant un volume V de liquide (I’état). Ce
réservoir possede un soutirage liquide dont le débit L est ajustable avec une vanne (la
commande). Sauf indication contraire, on suppose que l’alimentation t — F(t) est connue
et que le volume V' est mesuré par lintermédiaire d’une mesure de niveau. Le modele
élémentaire de ce systeme est

1.

2.

4.

dv
— =F-1L.
dt

On veut maintenir le niveau V' a une consigne fixe V.. Quelle loi de bouclage sur L
Proposez-vous?

La consigne est maintenant variable: t — V.(t) est une fonction C'. Comment
modifier la loi précédente de facon a suivre asymptotiquement la trajectoire t +—
Ve(t), i.e., de fagon a avoir limy . (V(t) — V.(t)) =07

On suppose a partir de maintenant que F' est five mais inconnue. La commande
que vous proposez assure-t-elle limy, .o, V (t) = V. ¢ Comment la modifier de facon a
assurer la convergence vers V. ? (rajouter un terme intégral).

Une facon de faire est de construire un observateur pour F.

(a) Montrer que le systéme ‘ ‘
V=F—L F=0

est observable avec comme sortie y =V, comme commande uw = L et comme
état x = (V,F).
(b) Montrer que, si la constante X < 0, & — AV converge vers F ou & est solution
de
£=X— NV = \L.

(c) Montrer alors que la commande de la question 1 ou F' est remplacé par & — \V
assure le suivi asymptotique de V.. Calculer le transfert du systeme en boucle
fermée V. — V. Que remarque-t-on sur les zéros du numérateur?
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(d) Que se passe-t-il si F' varie selon une loi affine en temps F(t) = Fy + Qt, (Q
constante) ?

5. Reprendre la construction de ['observateur en prenant comme modeéle de perturbation
que F =0, au liew de F' = 0. Donner le transfert en boucle fermée entre V, — V.
Montrer que 0 annule a ordre 2 le numérateur. Que se passe-t-il maintenant si F'
varie selon une loi affine en temps?

Probleme 9 (dynamique verticale d’une montgolfiére) Il s’agit de piloter la dyna-
mique verticale d’une montgolfiere, la dynamique horizontale étant trés peu commandable
comme chacun sait (c’est justement cette partie non commandable qui fait tout le charme
de l'engin . . .).

On note 0 ’écart de température par rapport a l’équilibre dans le ballon, v la vitesse
ascensionnelle et h altitude. Un premier modeéle simple est le suivant :

0 = —0/m+u
v = —v/mt+ ol +w/m
h = v

ou T >0 et 7o > 0 sont des constantes de temps fizes, o est un paramétre de couplage
correspondant a la poussée d’Archiméde. w est la vitesse verticale du vent, considérée ici
comme une perturbation. u est la commande proportionnelle a la chaleur fournie au ballon
par le bruleur.

1. On suppose dans cette question que la commande est w et que u est une perturbation.
Le systeme est-il commandable ¢ Peut-on le stabiliser par un bouclage d’état?

2. On suppose que u est la commande que w est une perturbation constante. Montrer
que le systeme est commandable. Qu’elle est sa sortie de Brunovsky y ¢ Construire
un contréleur qui permet de suivre une trajectoire réguliére t v— y.(t) sury.

3. On désire maintenant aller d’une altitude stabilisée hqg vers une autre altitude sta-
bilisée hy. Comment faire, en sachant que la commande doit rester comprise entre
deuz bornes —a? < u < b??

4. On suppose que 'on dispose d’un altimeétre donnant h. Peut-on en déduire v, 6 et w
en supposant qu’on connaisse u (¢’est un minimum) et que w varie peu, i.e. w =07

5. On suppose que u est la commande, h la mesure et que w est une perturbation

constante. Construire [’'observateur qui permet de reconstruire asymptotiquement
[’état.

Probléme 10 (satellite en orbite) On s’intéresse ici a la position (et non a l’orien-
tation) d’un satellite de masse m tournant autour de la terre dont le référentiel est sup-
posé galiléen. La position du centre de gravité est repérée avec les coordonnées sphériques

(r0.0).
1. Montrer que son énergie cinétique T' est donnée par

T = m(i? + 1r%p* + 1262 cos® ¢) /2
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et que son énergie potentielle U vaut U = —km/r ou k est une constante. En déduire
les équations du mouvement suivantes

Po= r0?cos’p +ro*—k/r*+u./m
0 —270/r 4+ 20¢ sin ¢/ cos @ + ug/(mr cos )
¢ = —0%cospsing —2r¢/r + u,/(mr)

ot u = (u,,ug,u,) sont les composantes en sphériques des forces exercées par les trois
moteurs sur le satellite (on peut retrouver aussi ces équations a partir des équations
de Newton écrites en coordonnées sphériques).

Montrer que la trajectoire équatoriale r(t) = 7, 0(t) = wt et p(t) = 0 est une
trajectoire du systéme a commande u = 0 si @*7 =k (loi de Kepler). Vérifier que
les équations linéarisées autour de cette trajectoire sont données par

Ar = 30°Ar +207A0 4 Au,/m
Af —2(w/7)AT + Aug/(mr)
Ap = —@?Ap+u,/(mr).

Que remarque-t-on ?
Montrer que le systéme linéaire tangent est commandable et le mettre sous forme

de Brunovsky. En déduire un bouclage qui stabilise le satellite autour de cette tra-
jectoire. Comment placeriez-vous les poles du systeme?

En partant directement du systeme non linéaire de départ construire un bouclage
non linéaire cette fois-ci qui linéarise le systeme

7 = vy, ézvg, O = V.
En déduire la commandabilité ainst qu’un bouclage stabilisant autour de n’importe
quelle trajectoire de référence C%, t — (r.(t),0.(t),p(t)).
Généraliser encore au cas des systemes mécaniques complétement commandés, c¢’est-
a-dire ayant autant de degrés de liberté que de commandes indépendantes (comme

les robots avec au moins un moteur par axe). En particulier montrer qu’ils sont
commandables.

0

x é
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g9
AN
A
m




4.6. PROBLEMES 113

Probleme 11 (pont roulant) On se propose ici de résoudre le probléme suivant: com-
ment déplacer une charge de masse m avec un pont roulant. Il s’agit de prendre la charge
au repos a t = 0, de la déplacer et de la remettre au repos a t = T. Nous supposons,
pour simplifier les calculs, le systeme dans un plan vertical fize. La généralisation a une
dimension horizontale supplémentaire ne pose pas de probleme et peut étre un excellent
exercice. Pour effectuer cette manoeuvre, on dispose de deuxr commandes de haut niveau,
la vitesse horizontale de déplacement du pont D = vp et la vitesse d’enroulement du cable
R = vg. En effet, des régulateurs (PI) de bas niveau dont la dynamique est rapide, assure
la transformation des commandes de haut niveau (vp,vg), “lentement variables” pour les
réqulateurs, en efforts physiques développés par les moteurs électriques du pont.

On note Ox [’axe horizontal sur lequel se déplace le chariot et Oz [’aze vertical descen-
dant. g est l'accélération de la pesanteur. On suppose la charge m ponctuelle et le cable
de masse négligeable. On note 6 ’angle du cable par rapport a la verticale.

1. Montrer que le systeme obéit a l’équation du second ordre suivante (Lagrange):
RO+ 2RO+ D cosf + gsinf = 0.

(indication : énergie cinétique de la masse T' = m/2(D*+ R? + R20% + 2R D0 cos 0+
2DRsind); énergie potentielle U = —mgRcos@). Montrer qu’en posant p = Rf +
D cos@, on obtient les équations suivantes (Hamilton) :

0 = (p —.Dcosﬂ)/R
) —RO — Dfsinf — gsin 6.

Donner la forme d’état du linéaire tangent autour d’un point d’équilibre 8 = 0 et
R=R>0.

2. Montrer que ce systéeme est commandable et donner sa forme de Brunovsky (la sortie
de Brunovsky correspond aux deux coordonnées cartésiennes de la masse m).

3. At =0 la charge est au repos en R = R et D = 0. On désire la déplacer pendant le
temps T a la position d’équilibre en R = R et D = L. Construire une trajectoire du
linéaire tangent et une commande en boucle ouverte qui réalise ce déplacement. Que
se passe-t-il si I’on utilise directement cette commande en boucle ouverte. Donner
les équations du bouclage linéaire d’état qui stabilise le systeme autour de cette
trajectoire.

4. On suppose que toutes les composantes de [’état ne sont pas disponibles.

(a) On ne mesure que D et R. Le systeme est-il observable au premier ordre. Si
l’on mesure en plus la vitesse angulaire 0, le systéme est-il observable ?

(b) Nous supposons maintenant qu’on mesure (D,R,0), la configuration du systéme.
Montrer l’observabilité. Donner les équations de [’observateur réduit qui recons-
truit asymptotiquement limpulsion généralisée, p, et donc la vitesse angulaire

6.

(c) Ecrire les équations de [’observateur-controleur qui assure le suivi asymptotique
de la trajectoire de référence (question 3). Qualitativement, comment doit-on
choisir le temps de transport T et les poles du systeme bouclé de facon a obtenir
une commande réaliste?
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5. Simuler la commande modale précédente avec comme modéle de simulation les
équations non linéaires sous forme de Hamilton. Tester en simulation, le domaine
d’attraction et montrer l'intérét d’une telle stratégie par rapport a de simples lois
horaires sur D, allant de 0 a L, et ne prenant pas en compte les oscillations de la
charge m générées par le déplacement.
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Chapitre 5

Annexe: Systemes semi-implicites et
inversion

Commencons par un exemple: le pendule sous forme semi-implicite. Une autre facon de
représenter la dynamique du pendule (3.3) (figure 3.4, page 45) est d’écrire directement les
lois de Newton en faisant intervenir les coordonnées cartésiennes du pendule (z,z) ainsi que la
tension du fil T' = (7,,T,). On obtient alors le systéme (m est la masse du pendule):

dx
iz~ Telm
d?z
az ~ Tim—g
I, _T.

X z

22+ 22 =12

La troisieme équation dit que T est co-linéaire a la direction du pendule, la quatrieme que le
pendule est le longueur constante [. 11 est facile de mettre le systéme sous forme du premier ordre
en rajoutant la vitesse (vg,v,) du pendule. On obtient un systeme déterminé avec (z,v4,2,0;)
comme inconnues différentielles et (7,,7,) comme inconnues algébriques:

( d_x_v
da "
dv,
o~ Te/m
dz
2w,
dt (5.1)
dv, Jm —
e AT
L _T
X - z
22+ 22 =12

Tres souvent les systemes issus de la modélisation sont naturellement sous cette forme. Les
mettre sous forme explicite nécessite alors des calculs compliqués et des changements de variables
difficiles & manipuler. Pour un systéme mécanique élémentaire comme le pendule, les calculs sont
assez simples. Pour des systemes mécaniques comportant plusieurs corps, les calculs deviennent
tres vite inextricables.
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Dans ce chapitre nous présentons les premiers résultats nécessaires a ’étude des systemes
différentiels dits implicites et comportant autant d’équations que d’inconnues. Ils se présentent
sous deux formes.

La forme semi-implicite: on parle parfois de systemes algébro-différentiels
&= f(zx,u), 0= h(zu),

ou le vecteur des inconnues se décompose en deux, x les inconnues dites différentielles au
nombre de n et u les inconnues dites algébriques au nombre de m (m = dimu = dim h).

La forme implicite:
flz, ) =0

ou toute les dérivées de x apparaissent implicitement dans les équations et ou la matrice
jacobienne D f est toujours singuliere (de déterminant identiquement nul).

Ces systemes sont caractérisés par leur index, un entier positif. L’index correspond au nombre
de dérivations nécessaires pour écrire le systéeme sous forme explicite. Son calcul repose sur
I’algorithme de structure, algorithme qui fournit aussi les contraintes algébriques supplémentaires
que doivent satisfaire les conditions initiales pour I’existence et I'unicité du probléme de Cauchy.
Ainsi nous verrons qu’un systéme différentiel implicite est en fait (en dehors des singularités) un
systeme différentiel explicite de plus petite taille.

Nous ne traiterons pas la forme implicite générale. Nous nous contenterons d’étudier les
systémes semi-implicites. En effet f(z,2) = 0 peut étre vu comme une systéme semi-implicite
de dimension double par le prolongement suivant :

=Uu

T
0= f(z,u).

Noter que les systemes explicites sont alors ceux pour lesquelles la partie algébrique 0 = h(x,u)
n’existe pas: ce sont les équations différentielles explicites, objet du chapitre 3.

Exercice 36 Quelles sont les relations entre (0,w) de (3.3) et (x,2,1,,T,) de (5.1)%

Résoudre
&= f(z,u), 0= h(z,u),

ou inverser le systeme dynamique

d
d_f = f(:c,u)
y = h(xu).

en imposant aux sorties y d’étre nulles a chaque instant, revient exactement au méme. Ce n’est
qu’une question de vocabulaire. Les variables u sont interprétées comme des commandes, les
variables y = h(x,u) comme des sorties, les variables = comme ’état, la fonction f(z,u) comme
la dynamique en boucle ouverte, la fonction h(x,u) comme la fonction de sortie. Le probleme
s’énonce ainsi: connaissant la loi horaire des sorties, calculer la loi horaire des commandes,
u(t) pour t > 0, sachant qu’elles agissent sur les sorties h(x,u) par 'intermédiaire de I’équation
différentielle & = f(x,u). Autrement dit, connaissant les sorties, calculer les entrées : ce probleme
d’inversion identique a la résolution des systémes semi-implicites est en fait tres proche du
découplage et de la linéarisation entrée/sortie : tout repose encore sur ’algorithme de structure.
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Ces questions feront 1'objet du reste du chapitre avec la construction du bouclage dynamique
qui découple! et linéarise la relation entre y et u .

La présentation ne faire appel qu’a un nombre limité d’outils mathématiques. De plus il suffit
de traiter un exemple pour comprendre I’essentiel. Aussi nous conseillons le lecteur d’apporter
toute son attention aux exemples traités dans les deux sous-sections 5.1.1 et 5.2.1. Le cas général
sera alors tres facile a comprendre ensuite.

5.1 Systemes semi-implicites

Nous abordons ici I'existence et 'unicité des solutions pour un systéeme semi-implicite,

dz
— = e R" e R™
dt f(x7u)7 z Y U (5.2)
0 = h(z,u),
avec f = (f1,...,fn) €t h = (h1,...,hy,) fonctions régulieres. Si la condition initiale (z%,u") ne

vérifie que h(x°,u’) = 0, la solution n’existe pas en générale, méme si le systeéme est correctement
posé. La condition initiale doit vérifier d’autres équations algébriques, indépendantes de h et
que I'on obtient en dérivant oo — 1 fois les équations, « étant I'index du systeéme.

Nous présentons sur un exemple comment obtenir ces équations supplémentaires. Les cal-
culs reposent sur un algorithme d’élimination différentielle, dit algorithme de structure. Cet
algorithme est présenté en toute généralité apres 'exemple.

5.1.1 Un exemple

Soit le systéeme semi-implicite suivant :

(&1 = @1+ 2z1uu
Ty = T3+ T1U1UL
T3 = X3+ T4+ T3U2
Ty = Tg+urug (5-3)
0 = 14z + 101U
0 = x99+ T1U1US.

On note z = (z1,r2,r3,24) et u = (u1,u2). Nous nous posons la question suivante (probléme
de Cauchy). Soit (z%,u®) vérifiant les deux équations algébriques. Existe-t-il une solution de ce
systéme semi-implicite ayant comme condition initiale (2°,u®). Nous allons voir que la réponse
est non si (2°,u®) ne vérifie pas d’autres conditions, conditions dites de compatibilité et obtenues
par l'algorithme de structure qui suit.

L’algorithme de structure

Etape 0 1l est clair que nous ne pouvons pas calculer u en fonction de x & partir de

0 = 14z +x101U2
0 = x9+4+ x1Uuus.

1. Ici, découpler signifier diagonaliser.
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En effet, le rang de ce systéme par rapport a u est 1. Donc nécessairement, il contient implicite-
ment une équation qui ne dépend que de x. Pour 'obtenir, il suffit ici de faire la différence entre
les deux équations. On obtient alors le systéme,

0 = 14z +z1v1u2
0 = 14z — w9,

équivalent algébriquement au systeme de départ et qui se décompose en deux parties: une
premiére partie (ici la premiere équation) dont la dépendance par rapport a u; et ug est maxi-
mum ; une seconde partie (ici la seconde équation) qui ne dépend que de z. Le nom d’élimination
donné a cette méthode s’explique alors clairement. En effet, elle consiste a réécrire, de fagon
algébriquement équivalente, le systeme en éliminant au maximum la présence de u dans les
équations.

Etape 1 On peut maintenant continuer en dérivant par rapport au temps la seconde équation 2.
En utilisant les équations relatives a &, on obtient ainsi un nouveau systéme,

0 = 141+ x101U2
0 = x1— 23+ z1U01U2,

algébriquement indépendant du précédent. Son rang par rapport a u est toujours égal a 1. Par
soustraction, on obtient le systeme,

0 = 1421 +z101U2
0 = z3+1,

algébriquement équivalent et en deux parties comme a ’étape précédente.

Etape 2 On dérive par rapport au temps la seconde équation et on obtient le systéme

0 = 14214+ z1U01U9
0 = x3+4 x4+ x3U9.

Son rang par rapport a u est égal 2. Par inversion de ce systeme algébrique, nous obtenons u en
fonction de z:

1+
ujug = — .
1

T3+ T4

Uy = —T
3

Index et probleme de Cauchy

En remplagant u par sa valeur dans les équations donnant &, on obtient

T, = T — 2(1 + 561)

To = x3— (1 + 561)

T3 = 0

. 1+x

X4 = X4 — .
T

2. Si nous avions directement dérivé I'une des deux équations de

0 = 14z +z101U2
0 = m+T1ULU,

nous aurions obtenu des termes en % dont nous n’aurions eu que faire.
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C’est un systeme différentiel ordinaire qui admet, localement au moins, une solution unique si
'on fixe la condition initiale 2°. Supposons que z° vérifie les deux équations ne dépendant que
de x et obtenues lors des deux étapes 0 et 1:

1+20—2) = 0
1+2 = 0.

Puisque 23 = 0, on a 3 = —1 a chaque instant. Il est alors immédiat de voir que &1 — 29 = 0
et donc que 1 4+ x1 — z2 = 0 a chaque instant.

Nous avons en fait montré que, pour qu’il existe une solution au systeme semi-implicite de
départ ayant comme condition initiale 2" et u° vérifiant les équations algébriques,

0 = 1429+ 2%udud
0 = 29+ 2%uuy,

il faut et il suffit qu’en plus la condition initiale 2" et u° vérifie deux autres équations, algébriquement
indépendantes des deux premiéres, qui sont obtenues au cours des étapes 1 et 2:

0 0
2 0
0 s
1 + :E3 — 0.

Le nombre de dérivation nécessaires pour obtenir ces conditions algébriques supplémentaires est
ici 2. On dit alors que l'index est de 3, car une dérivation supplémentaire permet de calculer %
en fonction de x et u et donc de mettre le systeme sous forme explicite on parle aussi de forme
involutive ou formellement intégrable.

Remarquons enfin qu’intégrer ce systeme semi-implicite revient en fait a intégrer un systeme
différentiel de taille inférieure a =z, les variables différentielles. En effet, au cours des calculs
précédents, nous avons obtenu deux types d’équations algébriques : les équations qui fournissent
u en fonction de x et les équations ne portant que sur x

l1+21+20=0, 14+2x23=0.

Aussi il suffit de connaitre, par exemple, x1 et x4 pour en déduire les 4 autres variables & partir
des 4 équations algébriques dont nous disposons. Mais (x1,xz4) sont les solutions du systéme
autonome

dml 9 d1‘4 1-— X1
— = — J— _ =
dt 1 )

obtenues en remplagant ujus par —(1 + x1)/z;. La résolution du systéme de départ se ramene
a celle de ce systeme explicite de dimension deux avec deux conditions initiales indépendantes.

Un systeme semi-implicite peut donc étre vu comme un systeme différentiel explicite de taille
inférieure. Les systemes différentiels implicites sont en fait des systéemes différentiels explicites sur
une sous-variété. Les équations de la sous-variété étant celles issues de ’algorithme de structure.

5.1.2 Le cas général

Nous revenons maintenant au systéme semi-implicite général (5.2).
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L’algorithme de structure

Nous restons a un niveau structurel. Une présentation mathématiquement rigoureuse est pos-
sible en utilisant soit de la géométrie différentielle et la théorie des jets, soit ’algebre différentielle.
Le principal raccourci de cette présentation consiste a supposer, pour tout systeme dit algébrique
h(z,u) = 0, que le rang de h par rapport a u, i.e., le rang p de la matrice carré

Oh;
duj J1<i<m>

I<j<m

est constant et inférieur ou égal & m. Aussi les composantes de h se décompose en deux parties
(sous des hypotheses convenables) :

— la premiére partie, notée h, regroupe u composantes de h; elle est telle que le rang de

Oh;
du; )1 <i<p

Il<j<m

soit
— la seconde partie, notée h, regroupe les m — u composantes restantes; h peut alors s’ex-
primer comme une fonction de = et de h:

h(zu) = ®(z,h(z,u)).

Une telle décomposition revient & éliminer u de h(xz,u) = 0 pour obtenir ®(x,0) = 0, un systéme
de plus petite taille m — p ou seul = apparait.

Exercice 37 Donner des hypothéses qui assurent ’existence d’une telle décomposition de h en
h et h. Cette décomposition est-elle unique ?

A chaque étape de I'algorithme, nous supposerons implicitement que les manipulations précédentes
s’appliquent. Nous nous intéressons au cas générique. Les problemes de singularité sont des
problemes difficiles qui relevent de considérations topologiques et que nous ne voulons pas abor-
der ici.

On note ho(z,u) la fonction h(x,u) du systeme (5.2). On définit par récurrence les fonctions
hi(xzu), ho(z,u), ..., hi(x,u) & valeurs dans R™ comme suit.

Soit k > 0. Supposons définie hy, fonction de = et u a valeurs dans R". Soit g le rang de
hi par rapport a u, i.e. le rang de la matrice

Ohy,

ou’
Quitte & permuter les lignes de hy,, on peut supposer que ses p, premieres lignes hy, = (h,lg, . ,hZ’“)
sont telles que le rang de _

Ohy,

ou
est maximum et égal & pg. Ainsi les m — ui dernieres lignes de hy, hy = (h’,:’“ﬂ,...,h?) ne

dépendent de u que par lintermédiaire de hy,: il existe donc une fonction @, (z,) telle que

T (:C’u) = @ ('T’hk (SC,U))
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On définit hy; fonction de = et u & valeurs dans R™ par?

hy(z,u)

hit1(zu) = OB,

%[(I)k(x,())] = (W%m flwu)

A Tétape k41, les pu;, premieres composantes de hyq sont choisies de facon & former exactement
les p composantes du vecteur hg.

Index et probleme de Cauchy

La suite ug est une suite croissante d’entiers inférieurs a m. Elle stationne donc a partir
d’un certain rang. Il est intuitif, mais pas évident de démontrer sans faire appel & des outils
mathématiques plus généraux, que la suite des entiers ui est en fait indépendante du choix des
coordonnées sur x et du choix des commandes u: si x = Z(£) et u = V(§,v) sont des changements
de variables sur z (2 est un difféomorphisme) et sur u (V(&,-) est un difféomorphisme), alors
lalgorithme précédent donne la méme suite i pour le systeme (5.2) écrit avec ces nouvelles
variables : )

dg 0= B

- = |= 2(¢),V(&w

G = R0 reoven
0 = R(E(E),V (&)

Définition 22 Si la suite ug stationne a m alors, lindex du systéme semi-implicite est a + 1
ot « est le plus petit entier k tel que pur = m. Si la suite py, stationne a une valeur strictement
inférieure a m alors lindex est infini.

On peut démontrer le résultat suivant :

Lemme 2 Si l'index o+ 1 du systéme (5.2) est fini, alors a < n et le rang du jacobien

9 (I)O(‘T’O)

% :
(I)afl(x,())

est égal au nombre de ses lignes: > p_(m — pg).

Ce résultat implique donc que I'algorithme de structure comporte au plus n étapes. Ainsi pour
mettre un systeme semi-implicite sous forme explicite il suffit de dériver au plus n + 1 fois, n
étant le nombre de variables différentielles.

La démonstration de ce résultat n’est qu'une mise en forme des deux remarques suivantes.

— Supposons que le passage de 'étape k a ’étape k + 1 génere de nouvelles équations entre
z et u: 'index étant fini, ces nouvelles équations sont alors nécessairement indépendantes
de celles obtenues aux étapes précédentes; ainsi le rang des équations ne faisant intervenir
que x,

Oo(2,0) =0, ..., Pr(z,0)=0,

est maximum, i.e., égal aux nombres d’équations Zf;rol (m — ;).

0D d - _
3. En fait, [ — f(z,u) est égal & —hy(x,u), car hy est nul & chaque instant.
ox (2,0) dt
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— Supposons que le passage de 'étape k a I'étape k + 1 ne génere plus aucune équation
nouvelle: alors I'étape k + 2 sera identique a I’étape k + 1; nous dériverons les mémes
équations, celles obtenues a 'étape k; il est inutile de dériver davantage; ’algorithme
s’arréte car il ne fournit plus de nouvelle équation.

Nous avons ainsi le résultat suivant.

Théoréme 16 Supposons que le systéme semi-implicite (5.2) soit d’index fini o + 1. Prenons
(2°,u®) qui vérifie ho(2°u®) = 0 et ®(2°,0) = 0 pour k = 1,...,a—1. Alors il existe une unique
solution de (5.2) ayant comme condition initiale (x°uP).

Le fait que la condition initiale vérifie h(z°u’) = 0 n’est pas suffisant pour assurer I'exis-
tence de la solution des que l'index du systeme excede 1. En effet, dés I'index 2, des conditions
supplémentaires et algébriquement indépendantes de h apparaissent.

Si 'index est infini, i.e. si les pg stationnent a une valeur poo < m, il n’est pas possible
de calculer la dérivée de u. Dans ce cas, les équations de départ sont liées entre elles. Elles
ne sont pas différentiellement algébriqguement indépendantes: la partie algébrique h(xz,u) = 0
ne comporte en fait que po équations différentiellement algébriquement indépendantes. Alors
pour une condition initiale fixée, le systeme admet soit aucune solution, soit une infinité si la
condition initiale vérifie toutes les équations algébriques issue de 'algorithme de structure. En
pratique, un index infini indique une modélisation incompléte.

Exercice 38 Quel est l'index du systéme semi-implicite (5.1)? Qu’elles sont les contraintes que
doit satisfaire la condition initiale pour assurer l’existence de la solution.

Les systemes implicites apparaissent aussi pour les équations aux dérivées partielles mais
alors les calculs et la théorie sont bien plus compliqués. Prenons cependant un exemple qui
indique que la méthode reste cependant la méme : enchainer alternativement des dérivations et
des éliminations. Prenons les équations d’Euler des fluides parfaits dans une cavité Q2 (n normale
extérieure) :

ov oV dp
o T o

divV =0

V -n =0 sur le bord 0f2.

Par analogie avec le pendule (5.1) nous voyons que le champ de vitesse V' correspond & la position
(z,z) et que la pression p joue le role de la tension T'. Ainsi les deux contraintes, divl = 0 a
lintérieur et V'-n = 0 sur le bord, correspondent aux deux équations algébriques de (5.1). Pour
calculer p, on dérive donc ces deux contraintes par rapport a t:

a(div V) ov

0= =div — = —Ap —div <88—VV>

ot ot T

et
oV p [V
O_aﬁ”__%_<wv>”

Ainsi p dépend de V' d’une facon ”statique” (comme la tension 7' du pendule est une fonction
de la position et de la vitesse du pendule). La pression est obtenue, & une constante pres, en
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fonction de V' en résolvant le probleme de Neuman suivant [14] :

3
oV; oV;
Ap = — L)
ig=1 856]' axz
dp 2oy
— = — —Vin; o0.
n ”2231 oz, inj sur

5.1.3 Linéaire tangent

La méthode d’élimination ci-dessus est générale. Elle peut étre mise en oeuvre (au moins
formellement) pour n’importe quel systeme. Cependant, la difficulté essentielle n’est pas ici. Elle
réside dans le fait que les calculs sont inextricables pour les systémes complexes étudiés par les
ingénieurs. Souvent deux a trois dérivations sont nécessaires pour rendre le systéeme explicite : en
pratique I'index est souvent plus petit que 3. Nous montrons ici comment calculer les exposants
caractéristiques du linéarisé-tangent autour d’un point d’équilibre directement & partir de la
forme semi-implicite sans passer par la forme explicite qui est de taille réduite.

Un point d’équilibre (z,u) de (5.2) est caractérisé par

0= f(z,u), 0=h(za)
Le systeme tangent est alors obtenu en ne conservant que les termes d’ordre 1:

d(Az) _ Of of
dt 0z (za) Azt ou (z,u) Au
__0Oh A oh

T drea * O (3,1)

0 Au

avec Ax =x — T et Au=u—1u.

En supposant que le point d’équilibre est un point générique du systéme (absence de singu-
larité. . . ), nous pouvons avoir la dimension du systeme différentielle explicite de taille inférieur
ainsi que les valeurs propres de son linéaire tangent directement sur le tangent implicite. Notons

1, 0
(5 0)

of of
o= (oo oo ).

Oz (z,u) Ou(Z,d)

et

Les exposants caractéristiques sont alors donnés par les solutions A de I’équation polyndémiale
suivante

det(\E — A) = 0.

le degré de ce polynéme étant alors la dimension de la dynamique du systeme. Il s’agit d’'une
généralisation naturelle du cas explicite o F est la matrice identité. La démonstration de ce
résultat repose sur la théorie des faisceaux de matrices. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [22].

Exercice 39 Calculer le point d’équilibre de (5.3) et écrire son linéarisé tangent. Vérifier que,
pour ce systéme, le degré de det(A\E — A) = 0 est bien égal a deux. Calculer les deuz racines de
ce polynome en A. Vérifier que 'on obtient bien les mémes valeurs qu’en calculant le linéaire
tangent sur la forme explicite réduite issue de l’algorithme de structure.
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5.1.4 Résolution numérique

Commencons par la résolution numérique des systemes d’index 1, i.e. ceux pour lesquels la
partie algébrique 0 = h(z,u) est de rang maximum en u et fournit donc u en fonction de x par
inversion locale. Le premier schéma de discrétisation qui vient a l’esprit est le suivant :

n+1 n

ro-r A; G f(z™u™), 0=h(z""u"th

ou (z",u") serait une approximation de (z,u) a l'instant nAt. Ce schéma est déja implicite en
u.Connaissant (z",u™), il faut, pour calculer u™*! résoudre h = 0. Un tel schéma correspond en
fait au schéma d’Euler explicite. Son ordre est 1. Il est convergent des que le pas de discrétisation
At est choisi plus petit que les constantes de temps les plus rapides du systéme.

Un tel schéma ne peut pas convenir pour des systéemes d’index > 2. En effet 1l n’est plus
possible de calculer u™*! car h n’est plus inversible par rapport & u. D’une facon plus général,
les méthodes de Gear [20] sont bien adaptées a la résolution des systemes d’index 1. Pour des
index supérieurs une adaptation du schéma est nécessaire.

Une fagon de contourner le probleme est de résoudre un systeme différentiel d’index 1 ou 0
dont on sait, par des considérations physiques de modélisation, que les solutions sont proches
de celles du systeme de départ et d’index > 1. Tres souvent un index > 1 résulte de dynamiques
rapides, stables et négligées. Un bon sens physique permet de rajouter ces petites dynamiques.
Cette fagon de procéder admet une justification dans le cadre de la théorie des perturbations et
les systemes lents/rapides (c.f. section 3.5).

Nous traitons a titre d’exemple le pendule (5.1). Supposons que la barre qui soutient la masse
soit légerement élastique de raideur 1/, € > 0 (la tension dans la barre est alors (vVa? + 22—1)/e).
On peut également prendre en compte l'amortissement des vibrations hautes fréquences en
rajoutant un terme opposé a la vitesse d’élongation dans le calcul de la tension de la barre
(xx + zZ)/n, n > 0). Alors, les équations du pendule (5.1) deviennent :

( dzx
o=
dv
o = L/
dz
2w
a -
dv
dtZ: z/m_g
T, T,
x oz
me+zTZ:_\/x2+z2—l_acvx—i-sz'
€ n

Ce systeme est d’'index 1. Ses trajectoires sont proches de celles de (5.1) si l'on choisit € et 7
petits.

Exercice 40 Etendre ce qui précéde au mouvement d’une masse ponctuelle (x,y,z) dans ’es-
pace a trois dimensions. Cette masse est soumise a un champ de force dérivant d’un potentiel
V(z,y,z). Elle glisse sans frotter sur une surface d’équation h(x,y,z) = 0.
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5.2 Inversion et découplage

Nous considérons le systeme suivant

dx
a e (5.4)
Yy = h(x,u)

avec I’état x € R", les commandes u € R™, les sorties y € R™. Les fonctions f et h sont supposées
régulieres. Nous présentons la démarche a suivre pour calculer un bouclage quasi-statique qui
linéarise la relation entrée/sortie lorsque le systéme est inversible (i.e., lorsque c’est possible). On
appelle dynamique des zéros le systéeme semi-implicite issu de (5.4) en bloquant y & une valeur
fixe. La stabilité locale du systéme bouclé est alors conditionnée par la stabilité locale de cette
dynamique des zéros. Plus précisément, si elle est hyperboliquement stable, alors il est possible
de stabiliser localement le systeme avec un bouclage linéarisant la relation entre y et u. Si la
dynamique des zéros est instable (son linéaire tangent admet un pole a partie réelle positive),
alors un bouclage fondé sur la linéarisation entree/sortie déstabilise le systéme et n’a que peu
d’intérét. En linéaire, les systemes qui admettent une dynamique des zéros asymptotiquement
stable sont dits a déphasage minimal.

5.2.1 Un exemple

Soit le systeme

% = T1T2 + Uy
ﬁ = T1Z2 + T3+ U
4T3 — g3t aq+tu
Jgg 3 4 2 (55)
d—t4 = 23%4+ Ax4+ U2
g =
\ Y2 = 12

avec A un parametre. On note z = (1,22,23,24), u = (u1,u2) et y = (y1,y2). Nous voulons
que y suive avec stabilité une loi horaire ¢ — 3" (t), la référence de sortie définie par avance. Il
s’agit d’un probléme typique de poursuite de trajectoire ("output tracking” en anglais). Pour
cela nous disposons de la mesure de ’état = & chaque instant (nous savons ou est le systéme) et
nous connaissons les équations du systéme (nous disposons d’un modele). Comment ajuster en
temps-réel la commande u de fagon a ce que 'erreur de suivi y — y" converge vers 0.

Nous allons voir qu’un bouclage du type

U= k(x7yr (t)vyr(t)vyr(t))
répond a la question. D’autres réponses sont possibles avec des techniques différentes. Celle que
nous présentons est en faite élémentaire et reprend l'algorithme de structure que nous avons
déja vu.
En dérivant une fois y, on a:
g1 = xix2 +wy
Yo = T1T2+ T3+ us.

Ce systeme est de rang 1 par rapport a w. L’élimination de u donne ’équation

Y2 =91+ 3
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que 'on dérive par rapport au temps pour obtenir
2 = §1 + 2374 + ug.
Ainsi on a

Y1 = 21272 +Up

Yo = 41 + x3x4 + uo.

Nous pouvons donc imposer une vitesse arbitraire v; a y1 et une accélération arbitraire vy a yo
en choisissant u] et us solution de

V1 = X1T2 + Ul

Vg = U1 + T3x4 + Uo.

Nous aurions pu tout aussi bien imposer 'accélération de y; et la vitesse de yy. Différents choix
sont possibles a ce stade. Prenons

v1 = g1 (t) —alyr — yi (1))

et
v = U (t) — b(y2 — Ya(t)) — c(y2 — y5(t))

avec a,b,c > 0 (parametres de réglage, les gains du suivi). Alors lerreur de suivi Ay =y — y"

obéit a
d(Ayl)

i - A
ol Ay d(dg)
Y2 Y2
@\8Y2) _ _GHN2Y2) A
a2 = cay2

Il s’agit de deux équations différentielles linéaires, découplées et asymptotiquement stables car
les gains a, b et ¢ sont positifs. Ce qui explique la terminologie découplage et linéarisation
entrée/sortie.

Voyons maintenant ’allure du bouclage. Comme u; = v1 — x129, et y1 = x1, on a

ur = yi(t) — a(zr — y1(t)) — z122.

On sait aussi que us = v9 — 01 — x3x4. Calculons donc vy et ©¥1 en fonction de z, de la référence
y" et ses dérivées. On a

vg = Gz (t) — b1 (t) — alzr — yi(t)) + 23 — g5(t)) — c(w2 — ya(t))
puisque y2 = 3 et Y2 = Y1 +x3 = v1 + 23 = Y] (t) —a(x1 —y](t)) + x3. On obtient v; en dérivant
vr =91 (t) —alyr — y1(t))
par rapport au temps, soit
o1 = §1(t) — alvr — 91(1)) = §7 (1) — a*(y1 — i (1))

car g1 = vy = y(t) — alyr — yi(t)).
Ainsi le bouclage en usy est donné par

up = §5(t) = b(F (1) — alwr — yi (1)) + 23 — 45(8)) — clw2 — y5(t)) — §1(8) + a*(y1 — ¥ (1)) — w324
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Ce type de bouclage appelé bouclage quasi-statique assure donc la stabilisation des sorties y
vers leur référence y". Cela ne signifie pas que le systéme en entier est stable. Supposons que la
référence y" soit constamment nulle. Alors y converge vers 0. Ainsi les trajectoires du systeme
sont & terme proches des trajectoires du systéme semi-implicite obtenu en annulant y :

Cfl—t = T1T2 + Uy
ﬁ = X1T2 + T3+ Uy
ﬁ& = T3+ T4+ U2
% = x3%4 + ATq + uo
0 = il
0 = xTo.

L’index de ce systéme vaut 3 et il est alors facile de voir que 1 = 9 = 3 = 0, que u; = 0
et uo = —x4. La dynamique explicite dite dynamique des zéros est ainsi de dimension 1 avec
4 = (A —1)zy4. Si A > 1 cette dynamique n’est pas asymptotiquement stable. Si A < 1, cette
dynamique est asymptotiquement stable.

On peut aisément montrer que lorsque la dynamique de zéros est hyperboliquement stable
une telle méthode de commande stabilise localement le systéme tout entier (on ne peut rien dire
globalement a cause de phénomenes de ”picking” méme si la dynamique des zéros est globalement
asymptotiquement stable).

Exercice 41 Le modéle dynamique d’un réacteur batch est le suivant:

( dC4
dt

dCp
TB L (T)C2 — k(T
7 k(T)C3 — k2(T)Cp (5:6)

= Ik (T)C?

drl
o k1(T)CF + 72k2(T)Cp + (a1 + aoT) + (by + b2T)u
y = T

avec Cy et Cp les concentrations de A et B, T la température, u la variable de commande
(apport ou extraction de chaleur), ki(T) et ko(T) des fonctions positives de T, 1, 2, a1, as,
b1 et by des paramétres constants. Le but de la commande est de suivre un profil de température
[0,©] >t +— T"(t) durant toute la durée du batch O.

1. Calculer le bouclage qui linéarise la dynamique de l'erreur AT =T —T"

2. Discuter en fonction de ky et de ko la stabilité de la dynamique des zéros.

Exercice 42 Calculer pour la colonne a distiller du probléme 3, page 81 (systéme (3.21)) le
bouclage linéarisant avec u = (L,V) et y = (x1,x,). Que dire des calculs autour d’un point
stationnaire T ¢ Savez-vous montrer que la dynamique des zéros est stable ?

5.2.2 Le cas général

Revenons au systeme général (5.4).
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Inversion

Nous reprenons ici les calculs de I'algorithme de structure avec y dépendant du temps. Ainsi
la donnée est t — y(t) supposée suffisamment dérivable par rapport au temps. Les inconnues
sont x et surtout u. La dérivée v-ieme en temps d’une variable £ est notée £), ceci afin d’alléger
les calculs qui suivent.

Etape k =0 Notons ho(z,u) la fonction h(z,u) du systéme (5.4). Par définition, y = ho(z,u).

Soit ug le rang de
Ohg

ou
Quitte & permuter les lignes de hy et donc les composantes de y, on peut supposer que les pg
premieres lignes hg = kg = (hd,...,h5°) sont telles que le rang de

oy
ou

est maximum et égal a f19. Notons ho = (thH, ...,hg) les m — po derniéres lignes de hg. Ainsi
ho ne dépend de u que par I'intermédaire de hy. Il existe donc une fonction ®¢(z,) telle que

ho(zu) = Po(z,ho(x,u)).
Il est clair que y = ho(z,u) est algébriquement équivalent a

{yo = EO(:C’U):’{O(‘T’U)
= Po(z.0)

ou y = (Yo,91) avec yo = Yy, les po premieres composantes de y, et g; rassemblant les m — pg
derniéres composantes de y.

Etape k > 0 Supposons définies
— la suite croissante d’entiers pug, . ..tk ;

— une partition des composantes de y en deux groupes, y = (Yx,0k+1); U = (Yo, - .- ,Yk) est
de dimension py,, chaque y; étant de dimension p; — pi—1*; 5 est de dimension m — juy, ;

— la fonction hj a valeurs dans R™, dépendant de

(x7u7y7 s 7y(k))7

de rang py par rapport a u et dont les composantes se divisent en deux: hy = (Ek,ﬁk);
hi = (Ko, ... ,kK) est de dimension py, chaque r; étant de dimension p; — p;—1 ; le rang de
hi par rapport a u est égal a ug ; hy est de dimension m — pg ; hg vérifie

(o = ro(xu)
(1)

1
yi ) = kK1 (CC,U,ZUO,UO )

y;(!“) = K (xju’ (yz‘(i)""’yi(k))z‘:o k—1>

~(k i k k
i = @ (:c (yf)yf ))i0’.._,k_1,(yo,y§1)a---a?/;(.c))>-

4. Avec la convention p_1 = 0.
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On définit alors hy11 en remplacant la derniere équation du systéme précédent par sa dérivée
rapport au temps:

_(k+1) 0P (i) (k+1)
yk+1 - 61’ f(CC,u) + Tk: (x) (yz PA ayl' )iZO,...,k>
avec 00 p
k (4) (k) (1) (k)
% p iy = o (o (6 a®) el )]
5 | T Tk g [ k (w Yi i) Loy WOl Yi ))}
On définit alors hyy; par
ddy,
hk+1 = ("i()v cee 7/%]67?.]6 + Tk)
hit1 est une fonction de (z,u,y, ... ,y* V). Son rang par rapport & u est par définition 1.
Par construction de hjy
Mkl 2 ks
— on peut poser, quitte a permuter des lignes, que

0y, .
%fﬂ"rk = (’ik‘-i-lahk—l—l)

ol Ki11 est une fonction de

(z,u, (yZ@, . ,yl-(kﬂ))iio k;)

a valeurs dans RFe+17HE on by est aussi une fonction des mémes variables mais & valeurs
dans R~ #k+1 et ou le rang de hpi1 = (hg,kk+1) par rapport a u est égal & pi1;
— Yg+1 se décompose comme hyy1 en deux parties, Jx+1 = (Yk+1,0k+2) avec yr41 de dimen-

SI0N f1g 41— [k, Y42 de dimension m—pug 415 on pose y = (Ypi1,Yk+2) avec Y = (Vg Yk+1)
de dimension pj41.

Comme pyy1 est le rang de hy = (Ek+1,hk+1) et de hy41 par rapport & u, il est clair que iLkH
ne dépend de u que par l'intermédiaire de hgq; autrement dit, il existe une fonction

Qpyq [x’(gi)"”’ygml))io ko ]

=0,...,

;Lk;—l—l <$,u7 (yz‘(i)’ T ’yi(kﬂ))@':o k) N

P11 [%( @(i)v---ayz(kﬂ))i o &

=U,...,

R <x,ua (yz@’ o ’y§k+1)>z’=0 k>] .

geooy

telle que

Ainsi, on a

Yo = KVO('%"’U’)
1 1
y§ ) = ’%l(x7uvy07yé ))
?Jig;lil) — <x’u7 (yi(i)’ o ’yZ(kJrl))i:O k>
g](ﬁ:;l) = @k‘-i-l (x) (yZ(Z); . ,?/Z(]Hl))i:o i ’(yan§1)) o 7y](€li+11))) .

Ce qui permet de passer & I’étape suivante k + 1.
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Découplage et linéarisation entrée/sortie

Le découplage consiste a trouver une commande par retour d’état (ici quasi-statique), u =
K(zw,,...,0"), telle que, sur le systéeme bouclé,

dx
dt
y = h(zK(zw0,... 00)),

= f(z,K(zw,0,... ,v(’“)))

chaque composante de y vérifie une équation différentielle faisant intervenir uniquement cette
composante, un nombre fini de ses dérivées et une seule composante de v. Ainsi, le découplage
consiste a construire un changement de variable sur la commande v +— v, changement de variable
paramétré par 'état et s’interprétant comme un bouclage, tel que la relation entre la nouvelle
commande v et la sortie y soit diagonale. Cela revient a compenser par bouclage les couplages
non diagonaux entre u et y. Nous allons voir que 'on peut méme aller un cran plus loin et en
plus linéariser la relation entre la nouvelle entrée v et la sortie y.

Ce probléme n’admet de solution (autour d’un point générique) que si le systéme est inver-
sible, i.e., si la suite croissante des puj stationne a m. On note « alors I'unique entier tel que
o =M et a1 < m: « est appelé ordre relatif du systéme entre u et y.

Nous allons maintenant expliquer comment calculer formellement un tel bouclage. Pour cela

nous reprenons ’algorithme d’inversion. La suite croissante d’entiers pyg, . ..,tq conduit a une
partition des sorties en o + 1 groupes de composantes y = (yo,...,ya) (de tailles respectives
(10,111 — 0, - - - sla — Ha—1))° associés aux o + 1 fonctions (kg, ... ,kq). 1l est possible de choisir
u= K(zv,0,... ,v(a)) tel que la dynamique en boucle fermée des sorties vérifie
Yo = Yo
1
u = Ai(m) + o
-1
y&a) = Aa(you cee ay&a )) + Vo

ou
— les fonctions (A;)i=o,... o sont des fonctions arbitraires;
— les nouvelles commandes v € R™ se décomposent en a+1 blocs de composantes (vg, . . . ,Uy)
de tailles respectives (1,01 — [0, - - - sftor — fha—1)-
La loi de commande est a priori une fonction de

(a=1) 1)

x, (vo,...,vy ), (vi,...,03 ) oevs (Va—1,0521), et vq.

En effet, u est obtenu a partir du systeme résultant de la derniere étape k = a — 1 de

lalgorithme et ot 'on a remplacé les y¢ par A; +v; (i =0,...,q):
Vo = KJO(IE’U)
(1))

Ai(y1) +u1 = ki(,u,y0.y

Aa(yav cee 7y£éa71)) TUa = Fa (xju’ (yZ(Z)’ o ’yi(a)>z‘:0 Ot—l)

Cependant, il convient d’exprimer les dérivées jusqu’a 'ordre a de o, ..., y, en fonction de x
et des dérivées jusqu’a l'ordre a des nouvelles commandes v.

5. Noter que la composante y; n’existe pas si ur — pr—1 = 0.
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k) _ (k) *)

Il est évident que y, * = v, ' pour k =0, ...,a. Pour y;"’, nous distinguons deux cas:

—si 0 = k < 1, alors par construction ygo) est donné par la fonction ®y(x,yp) égale a
ggo) = (ygo) ,yéo), .. ,y&o)) et obtenue a I’étape 0 de ’'inversion ;

— si k > 1il convient de dériver k—1 fois ygl) = Al(ygo)) +v; pour obtenir y%k) explicitement
en fonction de ygo) et (vi,... ,UYC_I)) ; comme ygo) est une fonction de x et yp, on obtient
en fin de compte ygk) en fonction de x, vy, et (vy,... ,vgk_l)).

De proche en proche, on procede de méme pour yék), yék), ... ,y((f) (k=0,...,a).
Il apparait alors que vy doit étre dérivé au plus « fois, v1 au plus a — 1 fois, ..., vo_1 au

plus 1 fois et v, au plus 0 fois. Ce qui explique pourquoi v dépend de x et uniquement de
(a—1)

(Viy - )i=0,....a-
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Chapitre 1

Temps minimal : systéemes linéaires

1.1 Introduction

Lors de la conception du transfert d’un systéme dynamique commandé vers un point
de l'espace d’état, il est nécessaire de prendre en compte plusieurs criteres, en général en
conflit les uns avec les autres, dont les principaux sont :

Le temps de transfert,

L’énergie dépensée,

— L’écart par rapport a une trajectoire de référence,

— La robustesse par rapport a des perturbations,

— La complexité du probleme de calcul de la commande,

— La simplicité de mise en ceuvre en temps réel.

Les poids respectifs de ces criteres dépendent de chaque application. Dans les chapitres
suivants, nous allons nous concentrer sur le probleme de transfert en temps minimal.

Le plan du chapitre est le suivant. Nous discutons I'exemple du probleme d’alunis-
sage en section 1.2. L’existence de solutions est analysée en section 1.3, et les conditions
d’optimalité en section 1.4. Enfin la théorie est appliquée a plusieurs exemples en section
1.5.

1.2 Un probleme d’alunissage

Dans sa phase finale, et en négligeant la gravité, une manceuvre d’alunissage peut se
modéliser par ’équation )
h(t) =mtu(t), t>0, (1.1)

ou h est l'altitude, m > 0 la masse de l'engin, et u la poussée nette (apreés déduction de
la pesanteur). On notera v := h, et on impose la contrainte u(t) € [~1,1] & tout instant.
Le probleme est d’amener I'engin a vitesse et altitude nulle en un temps minimal.

La situation physique est celle ou l'altitude initiale est positive. La solution intuitive
est de fixer d’abord v = —1 jusqu’a atteindre un point ol on commute a u = 1.

Nous allons résoudre graphiquement ce probleme de transfert par une commande ne
prenant que les valeurs 41, et changeant de signe au plus une fois. La théorie développée
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ultérieurement permettra de montrer que que pour ce probleme, ces commandes réalisent

le transfert en temps minimal (voir la remarque 1.31).
Soit hg, vg la condition initiale. Calculons d’abord les commandes permettant d’at-

teindre la cible avec une commande constante égale a +1. Si u(t) vaut 1 pour tout ¢ > 0,
alors

h(t) = ho + tvg + 3%, v(t) =vo+t, t>0. (1.2)
La trajectoire atteint la cible au temps 1" > 0 ssi v = =1 et hy = %TQ. Si u(t) vaut —1
pour tout ¢ > 0, alors

h(t) = ho +tvo — 3%, w(t) =vo—t, >0, (1.3)

La trajectoire atteint la cible au temps 7" > 0 ssi vg = T et hy = —%T? Les deux demi
paraboles sont tracées en trait plein sur la figure 1.1.
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FiG. 1.1 — Trajectoires en temps minimal

Si la condition initiale se trouve sous la courbe en traits pleins la trajectoire obtenue

avec u = 1 permet d’atteindre le lieu des point pouvant étre transférés a 0 par une
commande égale a —1; si la condition initiale se trouve au dessus, la trajectoire obtenue
avec u = —1 permet d’atteindre le lieu des point pouvant étre transférés a 0 par une

commande égale a 1. Il est facile de vérifier que toutes les commandes égales a +1 et
changeant de signe au plus une fois sont de ce type.

La courbe en traits pleins est le lieu de changement de signe; elle partage 'espace
d’état en deux zones ol la commande est constante. Nous avons réalisé (comme cela sera
justifié ultérieurement) la synthése, c’est a dire le calcul de la commande optimale en
tout point de I'espace d’état: la commande s’exprime comme fonction de retour d’état,

ou feedback

1 si v<0 et h§%1)2,
u(hw) = 1 s v>0 et h< 7 (1.4)

—1 sinon.
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1.3 Existence de solutions

1.3.1 Position du probleme

Considérons le systeme dynamique linéaire
x(t) = Az(t) + Bu(t), t>0, (1.5)

avec z(t) € IR", u(t) € IR™, et A et B de taille respectivement n x n et n x m. La
commande, fonction mesurable IR, — IR™, doit respecter une contrainte du type

u(t)e U, p.p. t>0, (1.6)

o1 U est un ensemble convexe, compact et tel que! 0 € int U.
Soit C' une partie convexe et fermée de ’espace d’état IR"™, appelée la cible. On considere
le probléme de transfert en temps minimal d'un état initial 2° & C' a la cible:

Inf T; x(T)eC; x(0)=2" (zu) satisfont (1.5)-(1.6). (1.7)

(z,u,T)

Remarque 1.1 La présence de la contrainte sur la commande est essentielle. En effet,
si le systéme est commandable, le transfert de 2° & un point quelconque de la cible est
possible en un temps arbitrairement petit en ’absence de telles contraintes.

On dira que le probleme en temps minimal (1.7) est réalisable s’il existe une commande
transférant I’état initial & la cible. Le temps minimal noté T'(2°) est la valeur de I'infimum
dans (1.7), et vaut par définition 400 si le probleme n’est pas réalisable.

On dit que la commande @, fonction mesurable de [0,7(z°)] & valeurs dans U p.p., est
une commande en temps minimal si elle réalise le transfert de 1’état initial a la cible.

Rappelons la formule

t
0 :etAl.0+/ e(t*S)ABu(s)ds, t>0, (1.8)
0

ou e := > A/il. Etant donnés ¢ > 0 et z° € IR", on désigne par R(t,2°) I'ensemble
des états accessibles au temps t en partant de z° au temps t = 0. Autrement dit,

t
R(t,x") = {etAxO —I—/ e Bu(s)ds; u(s) € U, p.p. s € [O,t]} : (1.9)
0

Soit T > 0. On vérifie facilement que Up<;<7R(£,2°) est borné. 1l est clair que R(T',z")
est convexe; les propriétés de fermeture sont étudiées dans la section suivante a 1’occasion
de 'analyse de l'existence de solutions pour le probleme (1.7).

1. On notera int U l'intérieur de U, défini comme I’ensemble des u € U tels que, pour p > 0 assez petit,
la boule B(u,p) de centre u et rayon p est contenue dans U.
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1.3.2 Résultats d’existence

Théoreme 1.2 Si le probléme en temps minimal (1.7) est réalisable, alors il existe une
commande optimale.

La démonstration du théoreme nécessite un résultat d’analyse fonctionnelle que nous
admettrons (voir Brézis [11]):

Lemme 1.3 Soit E une partie convexe fermée d’un espace de Hilbert F'. De toute suite
bornée {e;} dans E, on peut extraire une sous suite {€;} ;e qui converge faiblement vers un
certain € € E, au sens ot, pour toute forme linéaire continue L sur F', on alim;c; L(e;) =

L(e).
Lemme 1.4 Soient 7 > 0, 7, — 7, et 1, € R(7,2°). Alors tout point d’adhérence x*
de {xy} appartient ¢ R(r,2°).

Démonstration. On peut supposer que x;, — 2% Notons wu;, une commande
a valeurs p.p. dans U telle que I'état associé noté z,, vérifie z,, () = z;. Comme
Uo<t<r, R(t,2°) est borné, I'équation d’état implique que || @y, || 1o (0,r,, ) €st uniformément
bornée par L > 0. On en déduit que ces fonctions sont lipschitziennes de constante L, et
donc z,, (7) — =%

Par ailleurs la restriction de wu, a [0,7] est bornée dans l’ensemble convexe fermé
L?(0,7,U). Extrayant si nécessaire une sous suite on déduit du lemme 1.3 la convergence

faible de cette restriction vers un certain u € L?(0,7,U). En particulier

:L‘k(T):/ e(t_S)ABuk(s)ds—>/ =4 Ba(s)ds. (1.10)
0 0

Comme 2%(7) — x?, ceci implique que x? est la valeur de I’état associé & @ a l'instant 7

d’ou la conclusion. [ |

Démonstration du théoréme 1.2. Posons T := T'(2°). Par définition du temps mi-
nimal, il existe une suite décroissante {T},} — T telle que R(T},2°) N C' # 0, et donc il
existe des commandes u*, fonctions mesurables de [0,7}] & valeurs dans U p.p., telles que
les états associés x* vérifient 2*(T},) € C. Extrayant une sous-suite, on peut supposer que
la suite bornée {z*(T})} converge vers un point x¢%; on conclut avec le lemme 1.4. |

Notons I’ensemble des instants pour lesquels on peut atteindre la cible par
T(2%):={t>0;, R(t")NC#0}. (1.11)
Cet ensemble, fermé d’apres le lemme 1.4, a une structure simple dans deux cas particu-
liers.

4 ¢ (O, il existe une

d

Définition 1.5 On dira que la cible C' est wviable si, pour tout z
commande a valeur p.p. dans U telle que le systeme (1.5) avec état initial z(0) = =
vérifie z(t) € C pour tout ¢t > 0.

La cible est viable si elle est réduite & 0, et plus généralement si, pour tout z? € C, il
existe u € U tel que Az? 4+ Bu = 0. On peut donner des caractérisations de la viabilité
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basées sur la notion d’espace tangent a C, voir par exemple H. Frankowska [19, Section
1.3.5].

Proposition 1.6 Si l’état initial est nul, ou si C est viable, alors T (z°) est de la forme
[T(2°),00].

Démonstration. Notons d’abord que T'(2°) € T (2°) d’apres le théoreme 1.2. Si
2% = 0, tout état accessible en temps ¢ par une commande admissible u = u(s) peut
aussi étre atteint en un temps ¢’ > ¢ avec une commande v’ nulle sur [0,t' — ¢[ et égale a
u'(s) =wu(s— (t' —t)) sur [t' —t,t'].

Si u transfere 2% & 2% € C en un temps t, la viabilité de C' implique 1’existence d’une
commande transférant 2° & un point de C en tout temps ' > ¢. [ |

Remarque 1.7 L’oscillateur harmonique, présenté dans la section 1.5.2; est un exemple
de systeme pour lequel, en général, si C' n’est pas réduit & {0}, alors 7 (z°) n’est pas de
la forme [T'(z°),00].

1.4 Conditions d’optimalité

Cette section établit des conditions nécessaires d’optimalité pour un probleme de trans-
fert en temps minimal du type (1.7). Ces conditions, suffisantes dans certains cas, per-
mettront de résoudre completement un certain nombre d’exemples.

1.4.1 Séparation de ’ensemble accessible de la cible

Dans cette section, on notera 1:“ := T'(2°) le temps minimal de transfert de 2° & C.
On suppose que 2° € C, et donc T > 0. Les conditions d’optimalité sont fondées sur la
notion de séparation d’ensembles convezes.

Définition 1.8 On dit qu'une forme linéaire ¢ sur IR" sépare deux parties C et Cy de
R"siqg#0et
q-x1 < q-mx9, pour tout w1 € Cy, 29 € Cy. (1.12)

Théoréme 1.9 I existe une forme linéaire séparant C de R(T,a°). Autrement dit, il
ezxiste ¢ € IR™ non nulle telle que

q-y<q-x, vpourtout ycC et x¢cR(T°). (1.13)

Démonstration. Soit {7} une suite strictement croissante de limite T telle que

Ty > 0. Par définition du temps minimal, R(7T},z°) N C = (). Nous allons séparer C' de

R(T},,2°), puis passer a la limite. Notons dist(-,C') la distance (euclidienne) & 1’ensemble
C:

dist(z,C) = inf{||lx —y||; vy e C}. (1.14)

Cette fonction continue atteint son minimum sur le compact R(T},z°) en un point z*.
Puisque C est fermé, il existe y* € C tel que dist(z*,0) = ||y* — 2¥||. Posons

¢" = (@ —y")/||=" = "], (1.15)
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Montrons que

¢ y<gd"yfF<g"-2¥<q"x, pourtout yeC, xeR(Tha20). (1.16)

La seconde inégalité est conséquence directe de (1.15). La premiere traduit le fait que y*
est la projection de z¥ sur C. Enfin il est facile de vérifier que z* est la projection de y*
sur R(T},z°), ce que traduit la troisitme inégalité.

Or {z*} est bornée, et {y*} I'est donc aussi. Extrayant une sous suite si nécessaire, on
peut supposer que 2 converge vers z¢, avec 2¢ € R(T,2°) d’apres le lemme 1.4, que y*
converge vers i, avec ij € C puisque C' est fermé, et enfin que ¢* converge vers g, forme
linéaire de norme 1.

De plus, tout x € R(T,2°) est limite d'une suite de points de R(T},z°): il suffit de
prolonger la commande transférant a z en un temps T sur [T},T].

Passant a la limite dans (1.16), nous obtenons donc

G-y<q-yg<qg-z°<gq-x, pourtout yeC et z¢cR(Tz"), (1.17)

d’ou le résultat. [ |

Remarque 1.10 On peut vérifier que les points 2¢ et §j construits dans la démonstration
précédente coincident.

La frontiére d'une partie K de IR™ est notée 0K := K \ int K.

Remarque 1.11 La démonstration n’utilise pas le fait que T est le temps minimal de
transfert, mais seulement I'existence d’une suite {T}} qui converge vers T, et telle que
R(T,2°) N C = (. La propriété de séparation est donc satisfaite par tout élément de
la frontiere 97 (z°) de 7 (2°). Ce n’est donc pas une condition suffisante d’optimalité si

OT (2°) # {T(«°)}, autrement dit si 7 (x°) # T(2°,00[. On verra dans le théoréme 1.23
que sous certaines hypotheses supplémentaires ces conditions sont suffisantes.

Lemme 1.12 Tout état final x(T) associé a une commande en temps minimal appartient
aux frontiéres des ensembles C' et R(T,x).

Démonstration. 1l suffit de combiner le théoréme 1.9 et le lemme qui suit 2. |

Lemme 1.13 Soit une partie C convexe de IR"™ contenant y. Alors y € int C ssi il n’eziste
pas de forme linéaire séparant y de C.

Démonstration. Montrons d’abord que, si y € int C, il n’existe pas de forme linéaire
séparant y de C. Soit p > 0 tel que B(y,p) C C. S’il existe une forme linéaire ¢ séparant
y de C, posons € := p/||q||. Alors y —eq € C, et donc avec (1.12), 0 > ||q||? ce qui donne
la contradiction recherchée.

b) Soit maintenant y € dC; il faut construire une forme linéaire séparant y de C.

Notons C la fermeture de C. Montrons que y € 9C. Dans le cas contraire, puisque
y € C, on aurait y € intC, ce qui, grace a la convexité de C, impliquerait y € intC,
contraire a I'hypothese.

2. On peut admettre en premiere lecture ce lemme classique d’analyse convexe.
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Il existe donc une suite y* — y, avec y* ¢ C pour tout k. Notons 2F la projection
(orthogonale) de y* sur C, et qk_:: 2% —y*. Puisque y* € C,ona ¢® #0.Sixz € C et
a €]0,1], on a 2* + a(x — 2*) € C, et donc

0 < i 2w — 2 — M — k-

ko (. ok
liny 5o q" - (x—2"%). (1.18)

Or ¢* - (2% — y*) = ||¢*||* > 0, donc ¢* - (x — y*) > 0 pour tout = € C. Ceci prouve que
¢" sépare y* de C. Extrayant une sous suite si nécessaire, on peut supposer que ¢*/||¢"||
converge vers ¢ € IR", de norme 1. Passant (a x fixé) a la limite dans la relation

k k

q—k Sy > q—k -x, pour tout z €C, (1.19)
q"|] lg" |l
on obtient la relation désirée. [ ]

A vrai dire, 'appartenance a la frontiere de I’ensemble accessible n’est une information
utile que si le systeme est commandable. Dans le cas contraire, le lemme ci-dessous nous
indique en effet que tout point accessible en temps T est un point frontiere de R(T,z").

Lemme 1.14 Pour tout T > 0, l’ensemble R(T,x") est d’intérieur non vide ssi le systéme
est commandable.

Démonstration. Si le systeme n’est pas commandable, soit w € IR™ un élément
non nul du noyau a gauche de la matrice de commandabilité. Nous savons que la forme
linéaire  — w - e~z est une intégrale premiere; donc R(T) est d’intérieur vide.

Si le systeme est commandable, soit p > 0 tel que B(0,p) C U, et soit e; un vecteur de
base de IR". 1l existe une commande continue u/ amenant I'état 0 & I'état e; en un temps
T. Posons M := max; |u/| (7). Alors pM1u; est admissible pour tout j, et ameéne
20 & eTxy + pM~'e; en un temps T'; donc R(T,z°) D eT4zo + pM~1E, ot E désigne
'enveloppe convexe de {+eq,..., + e,}. Puisque F est d’intérieur non vide, il en est de
méme pour R(T,z°). [

1.4.2 Critere linéaire sur 1’état final

Dans cette section nous allons oublier (provisoirement) les problemes de transfert en
temps minimal, pour nous consacrer a I’étude du probleme suivant :

Inf ¢-2(T); (x,u) satisfont (1.5)-(1.6), (1.20)

ot q € IR"™ et l’horizon T' sont donnés. La propriété de séparation (1.13) implique en effet
qu'une commande en temps minimal est solution d’un tel probleme, lorsque ¢ est la forme
linéaire séparante et T = T'(x°).

Ce probleme est convexe: il a un critere linéaire et des contraintes ponctuelles sur
la commande. On peut caractériser ses solutions par un systeme d’optimalité faisant
intervenir le pseudo-hamiltonien H : IR™ x IR™ x IR™ — IR défini par

H(z,u,p) :=p- (Az + Bu), (1.21)
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et 1'état adjoint p € C([0,T],IR"™), solution de

(1) = Hao(a(t)u(t) (1)) = ATp(t), ¢ €[0T,
{ o1 =g (1.22)

On dira que la commande u, fonction mesurable de [0,7] vers U, vérifie le Principe du
minimum pour le probleme (1.20) si elle satisfait la relation

H(z(t),u(t),p(t)) = inf H(xz(t),v,p(t)), p.p. tel0T]. (1.23)

velU
Noter que (1.23) équivaut a p(t) - B(v — u(t)) > 0, pour tout v € U, p.p. t € [0,T].

Théoréme 1.15 Une commande u, fonction mesurable de [0,T] vers U, est solution de
(1.20) ssi elle vérifie le principe du minimum.

Démonstration. Soit u' une autre commande a valeur p.p. dans U. Posons
u’(t) == wu(t) si H(x(t),u(t),p(t)) < H(z(t),u' (t),p(t)), «'(t) sinon. (1.24)

Alors u” est mesurable, a valeur dans U p.p.; notons z” I’état associé. Puisque z(0) =

2"(0) = 2%, on a avec (1.5) et (1.22), aprés simplification,

0 <q:(a"(T) = (D) )
= | G- @0 —atnae= [ o0 B - ute)

Or p(t) - B(u"(t) — u(t)) < 0 p.p., donc p(t) - Bu'(t) = p(t) - Bu"(t) = p(t) - Bu(t) p-p-
comme on voulait le montrer. [ |

(1.25)

On utilisera le lemme suivant dont la démonstration est immédiate.

Lemme 1.16 Soient a et b deux fonction réelles d’une variable u. Alors

inf a(u) — inf b(u)| < Sup |a(u) — b(u)]. (1.26)
et
inf au) — inf b(u) < 31615@(20 — b(u)). (1.27)

Proposition 1.17 Si une commande u satisfait le principe du minimum sur [0,T], alors
Uapplication t — H (x(t),u(t),p(t)) est essentiellement constante?.

Démonstration. Posons

h(t) := 3Q£H(x(t),u(t),p(t)). (1.28)
Le lemme 1.16 implique
(') = h(t)] < |p(t') - Ax(t') — p(t) - Az(t)] + Sup |(p(t") = p(t)) - Bul. (1.29)

3. Autrement dit, constante & un ensemble de mesure nulle pres.
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On en déduit facilement 'existence de M > 0 tel que
h(t) = h(t)] < M (Jlz(t') — z@)] + p(t') — p(O)]) - (1.30)

Or z et p sont lipschitziens, donc h l'est aussi, et a en conséquence une dérivée dans
L>(0,T"). De plus h(t) = h(0) + fOT h(t)dt, pour tout ¢ € [0,7]. Montrons que h(t) = 0
presque partout. Soit ¢y un point ou h est dérivable. Le principe du minimum implique

) < i 2 10090) = Hlrtt) i) o

= Dy H(x(to)ulto)p(to))E(to) — DpH ((to),u(to) p(to))p(to) = 0.

De méme, avec t < ty on montre que h(to) > () et donc h est nulle p.p., de sorte que h
est constante. Or h(t) = H(x(t),u(t),p(t)) p.p. d’apres le principe du minimum, d’ou la
conclusion. [

Soit p(t) solution de (1.22). Alors B'p(t) est une fonction analytique de ¢, donc soit
est identiquement nulle, soit a un nombre fini de zéros sur [0,7]. Dans ce dernier cas on
déduit du principe du minimum nombre de renseignements sur la commande en temps
minimal.

Définition 1.18 On dit que U est strictement conveze si, étant donné deux points dis-
tincts u; et uy de U, le segment? |u1,us| appartient & U'intérieur de U.

Exemple 1.19 Dans IR", la boule unité fermée pour la norme ¢? est strictement convexe
si 1 < p < oo, mais pas si p=1 ou p = oo.

Théoréme 1.20 Soit p solution de (1.22), avec q # 0. Alors

(i) Si le systéme est commandable, l'application t — BTp(t) nest pas identiquement
nulle.

(ii) Si BTp(t) n'est pas identiquement nulle, toute solution u du probléme a coit linéaire
(1.20) est telle que u(t) € OU p.p. t € [0,T].

(iii) Si de plus l'ensemble U est strictement convezxe, alors (1.20) a une solution unique,
continue en tout instant t, sauf peut-étre ceuz (en nombre fini) ot B p(t) est nul.

Démonstration. (i) Supposons au contraire B'p(t) identiquement nulle. Alors 0 =
B'p(T)=B™p(T) =---,dott ¢- BA' =0, pour i = 1,...,n — 1; autrement dit, ¢ appar-
tient au noyau a gauche de la matrice de commandabilité. Si le systeme est commandable,
ceci implique g = 0, ce qui est impossible.

(ii) D’apres le théoreme 1.15, u(t) doit minimiser la forme linéaire v — p(t) - Bv sur U
a tout instant. Sauf en un nombre fini de points, cette forme linéaire est non nulle, ce qui
implique que u(t) est point frontiere de U.

(iii) Le minimum d’une forme linéaire sur un ensemble strictement convexe compact existe
et est unique. Il est facile de vérifier qu’il dépend contintument de la forme linéaire si cette
derniére n’est pas nulle, ce qui assure le point (iii). |

4. Ce segment est par définition {au1 + (1 — a)ug; « €]0,1[}.
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1.4.3 Etat adjoint et principe du minimum

Revenons maintenant au probleme de temps minimal (1.7). On dira que la commande
u, fonction mesurable de [0,T] vers U, vérifie le Principe du minimum pour le probléeme
(1.7) si elle satisfait les relations suivantes:

{ xgg)) = Az(t) + Bu(t), t>0, (132)
_p(t> = ATp(t), te [OaT]a

{ A (1.33)

Ha(®)u(®)p(t) = inf Ha(hop(®). pp. 10T, (139

qg-y<q-z(T), pourtout yeC; z(T)eC; q#0. (1.35)

Le pseudo-hamiltonien dans (1.34) est toujours défini par (1.21). On reconnait I’équation
d’état et d’état adjoint, ainsi que la proprié¢té de minimisation du pseudo-hamiltonien.
Enfin (1.35) est conséquence de la propriété de séparation de la section 1.4.1. Définissons
une normale extérieure a C' en z € C' comme un élément g € IR" tel que

qg-y<gq-z(T), pourtout ye C. (1.36)

Alors (1.35) dit que ¢ est une normale extérieure non nulle & C en x(T).
Des théoremes 1.9 et 1.20, on déduit immédiatement le résultat principal de ce chapitre,
qui exprime des conditions nécessaires d’optimalité:

Théoreme 1.21

(i) Toute solution u du probléeme de temps minimal (1.7) satisfait le principe du minimum
(1.32)-(1.35), avec T = T(2°), et t — H(x(t),u(t),p(t)) a une valeur constante p.p. le
long de la trajectoire optimale.

(i1) Si le systéme est commandable, toute solution u de (1.7) satisfait p.p. u(t) € OU.
(iii) Si le systéme est commandable, et U est strictement convexe, alors (1.7) a une so-
lution unique, continue en tout instant t, sauf peut-étre ceux (en nombre fini) ot BT p(t)
est nul.

Exemple 1.22 Etudions le cas ou U est la boule unité euclidienne fermée, qui est stric-
tement convexe. Le minimum de v — 7 - v sur U, pour r # 0, est atteint en —r/[|7|.
Donc si BT p(t) n’est pas identiquement nulle, la commande en temps minimal vaut p.p.

u(t) = =B p()/| B p()|l

Discutons maintenant la suffisance du principe du minimum.

Théoreme 1.23 On suppose U strictement conveze, le systéme commandable, et la cible
viable. Alors une commande transférant le systéme de 2° ¢ C' en en temps T réalise le
transfert en temps minimal si et seulement elle satisfait le principe du minimum (1.32)-
(1.35).

Démonstration. D’apres le théoreme 1.20, ces conditions sont nécessaires. Récipro-
quement, supposons que la commande u satisfait (1.32)-(1.35). Le théoreme 1.15 affirme
que (1.32)-(1.34) caractérise les solutions du probleme convexe (1.20). Soit u* une autre



1.5. EXEMPLES ET CLASSES PARTICULIERES 149

commande transférant z° & la cible en un temps T* < T. Prolongeant u* sur [T*,T grace
a la viabilité de C', par une commande encore notée u*. On obtient le transfert de xy en
un point z* € C avec la commande u*. Alors (1.35) implique que u* est aussi solution de
(1.20). Comme ce dernier a une solution unique, v = u* comme il fallait le montrer. W

Remarque 1.24 La démonstration n’exclut pas I'inégalité T'(z°) < T. Si une commande
satisfait le principe du minimum, le temps de transfert est donc le premier instant ou
I’état associé appartient a la cible.

Remarque 1.25 La remarque 1.11 montre que, si la cible n’est pas viable, le principe
du minimum n’est pas une condition suffisante d’optimalité.

1.5 Exemples et classes particulieres

Nous allons voir que les résultats précédents permettent de donner une solution expli-
cite au probleme de commande en temps optimal dans quelques cas particuliers impor-
tants.

1.5.1 Contraintes de bornes sur la commande

Nous reprenons dans cette section le probleme de temps minimal, dans le cas ou
I’ensemble U est la boule unité de JR™ muni de la norme infinie:

U={ueR" |u|<1l,i=1,...,m}. (1.37)

Cet ensemble est convexe et compact, d’'intérieur contenant 0. Il n’est en revanche pas
strictement convexe si m > 1. Le principe du minimum implique

“1 s (BTp(t); > 0,
“i(t):{ L s (BTp(0)). < 0. (1.38)

Si (BTp(t)); = 0, le principe du minimum ne donne pas d’informations sur u;(t).
Puisque p est solution de I’équation linéaire homogene (sans second membre) (1.22)
de dimension n, il est de la forme

() + -+ (t)e™, (1.39)

ol ay,...,q, sont les valeurs propres distinctes de A (donc r < n) de multiplicité pu;, et
7;(t) est un polynome de degré d;, avec d; < u; — 1. Les fonctions (B p(t)); sont également
de la forme (1.39). Elles sont donc, sur [0,7], soit identiquement nulles, soit nulles en un
nombre fini de points, et dans ce dernier cas le principe du minimum détermine u; (sauf
en ces points).

Lemme 1.26 Soit v une commande amenant 2° ¢ % en un temps minimal T, et p un

état adjoint associé. Soiti € {1,...,m}. Alors, soit (B'p(t)); est identiquement nul, soit
u; change de signe un nombre fini de fois. Dans ce dernier cas, toutes les commandes
transférant ’état de 2° a @ en temps minimal ont méme composante i, sauf peut-étre aux
instants de changement de signe.
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Si les valeurs propres de A sont réelles, on peut donner une estimation du nombre des
points de changement de signe:

Lemme 1.27 Toute fonction (t) non nulle, de la forme (1.39), avec oy, ..., réels
distincts et m;(t) polynome réels de degré d;, a au plus dy + - -+ d, +r — 1 zéros.

Démonstration. Procédons par récurrence sur r. Si r = 1, ¢(t) = m(t)e™?" a les
mémes zéros que mq; ce dernier étant un polynome de degré dy, au au plus dy = dy +r—1
racines sur [0,7]. Supposons maintenant le résultat vrai pour r — 1. Alors ¢ (t) a les méme
zéros que la fonction

eY(t) = () + ma(H)el O o (el (1.40)

La dérivée d’ordre d; + 1 de cette fonction est de la forme

d(d1+1)¢(t) = ags—a = Qr—a
W = Wg(t)e( 2t + -+ 7T7~(t)€( " 1)t, (141)
avec To(t),...,m,(t) polynémes de degré d;. D’apres notre construction par récurrence,

elle a au plus dy + - - - +d, +r — 2 zéros. Or, entre deux zéros d'une fonction se trouve au
moins un zéro de sa dérivée. Si la fonction 1 avait plus de d; + - - -+ d, + r — 1 zéros, sa
dérivée d’ordre d; +1 aurait donc plus de dy+- - -+d,. +7—2 zéros, d’ou une contradiction.
|

Proposition 1.28 Supposons les valeurs propres de A réelles. Soit u une commande
amenant 2° a x¢ en un temps minimal T, et p un état adjoint associé. Soiti € {1,... ,m}.
Alors, soit (BTp(t)); est identiquement nul, soit u; change de signe au plus n — 1 fois.

Démonstration. Soient aq, ... ,q, les valeurs propres distinctes de A de multiplicité
i Alors (BTp(t)); est de la forme (1.39), avec d; < p; — 1, et a donc au plus dy + -+ - +
d, +r — 1 zéros. Mais

i+ +d+r—1<py+--+p—1=n-—1. (1.42)

Discutons quelques exemples qui éclairciront les résultats ci-dessus.

Exemple 1.29 Considérons le probleme de transfert en temps minimal de 2° = (1,1) &
2% = 0, avec la dynamique
.jl'l = Uz, .jl'g = 2U2, (143)

et les contraintes |u;(t)| < 1,¢ € [0,7], 7 = 1,2. Il est clair que le temps minimal de transfert
est T'= 1; toute commande optimale u est telle que u;(t) = —1 sur [0,7]; par contre on
n’a pas d’unicité de uy(t). Comment cela se traduit-il sur le systeme d’optimalité?

L’ensemble accessible au temps T' = 1 est R(T,2°) = [0,2] x [~1,3]. Les formes linéaires
séparant 0 de R(T,z°) sont de la forme q = (¢1,0) avec ¢; > 0. Les états adjoints associés
sont p(t) = g = (q1,0). Le principe du minimum impose donc u;(t) = —1 sur [0,1], mais
n’impose rien sur ug, sinon d’étre a valeurs dans [—1,1], et tel que xo(7T") = 0.
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Exemple 1.30 Soit, pour n > 1, le systeme dynamique

dTL
() = ult), te[01] (1.44)

Considérons le probleme de transfert en temps minimal vers la position de repos (z(t)
nulle ainsi que ses dérivées jusqu’a 'ordre n — 1) sous la contrainte |u(t)| < 1. Traduisons
(1.44) en

d d

Exl(t) =xi(t), i=1,....n—1, Ex"(t) u(t), tel0,T]. (1.45)
La dynamique de I’état adjoint est
_d () =pi_a(t), i=2 n _d (t)=0, tel0,T] (1.46)
dtpz = Pi—1 ) — &y elb dtpl — Y IR .

En particulier, d"p,(t)/dt" = 0, donc p,(t) est un polynoéme de degré au plus n — 1.

Le systeme est commandable, et U est strictement convexe, donc (théoreme 1.20)
BTp(t) = p,(t) n’est pas identiquement nulle et la commande optimale est unique. La
dynamique a pour seule valeur propre 0. La proposition 1.28 implique que cette commande
optimale change de signe au plus n — 1 fois.

On peut vérifier que la réciproque est vraie: toute commande amenant z° & 0 (en
un temps 7" a priori quelconque) et changeant de signe au plus n — 1 fois est optimale.
En effet, soient t1,...,t. les instants de changement de signe, avec r < n — 1. Posons
p(t) = £(t—1t1) x---x (t—t,). Alors p est un polynome de degré r < n— 1, donc satisfait
I'équation de ’état adjoint, avec la condition finale ¢ = p(T), et (suivant le signe choisi
dans +) la commande satisfait le principe du minimum. L’optimalité de la commande est
alors conséquence du théoreme 1.23.

Remarque 1.31 La discussion précédente montre que les commandes construites dans
I'étude du probleme d’alunissage (section 1.2) sont optimales. Le cas n = 3, nettement
plus complexe, est traité dans Lee et Markus [22, Chapitre 2].

1.5.2 Cas de oscillateur harmonique

Considérons maintenant le probleme de transfert en temps minimal de 2° & 2% = 0 de
I'oscillateur harmonique

E(t) + w?z(t) = u(t), t €01, (1.47)

ou w > 0, sous la contrainte |u(t)] < 1. La dynamique avec une commande u(t) = ug
constante est périodique, de la forme

2(t) = w g + rcos(wt + ), t€1[0,T). (1.48)

La trajectoire décrit, dans Pespace d’état (z,v = Z) un cercle de rayon (w2ug,0) et de
rayon r. Celui-ci, ainsi que la phase ¢, sont déterminées par les conditions initiales. Le
cercle est parcouru dans le sens des aiguilles d'une montre.
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F1G. 1.2 — Oscillateur harmonique : trajectoires en temps minimal

L’équation de I'état adjoint p = (p.,p,) est

—p.(t) = —w’pu(t);  —pu(t) =p.(t); t€0,T], (1.49)

et p, est de la forme
po(t) = 1’ cos(wt + ¢). (1.50)

Les instants de changement de signe de la commande sont espacés de 7/w, et la trajectoire
de transfert en temps minimal est une sucession de demi-tours (sauf le dernier qui s’arréte
quand la cible est atteinte) autour des points (1,0) et (—1,0), sucessivement. Le lieu de
changement de signe est marqué en traits pleins sur la figure 1.2; il est formé d’une union de
demi-cercles de rayon w™2. On a représenté en pointillé une trajectoire en temps minimal
dans le cas w = 1. La commande optimale est © = 1 en dessous du lieu de changement de
signe, et u = —1 au dessus.

1.5.3 Stabilisation d’un pendule inversé

La linéarisation de I’équation d’un probleme de stabilisation du pendule inversé conduit
a I’équation
Z(t) = 2(t) — u(t), te]l0,T]. (1.51)

On considere le probleme d’atteinte du point de vitesse et position nulles en un temps
minimal. Le systéme non commandé a pour valeurs propres £1 et n’est donc pas stable.
Il faut déterminer a partir de quels points on peut atteindre la cible. Pour cela on peut
s’appuyer sur les portraits de phase quand u est constant. Celui-ci est la translation de
celui obtenu quand v = 0. (voir la figure 1.3).

D’apres la proposition 1.28 une trajectoire optimale atteint la cible avec u(t) = +1 et
au plus un changement de signe.
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F1c. 1.3 — Pendule inversé : portrait de phase, u =1

Points pouvant atteindre la cible avec u = £1 constant Quand u est constant,
h(t) est de la forme

h(t) = ae' + Be™ +u. (1.52)
Atteindre la cible au temps T signifie que
ael + et = —u;  ael — pe T =0. (1.53)
N Popa _ 1 P : o
De la o = —fue T et B = —jue”. On en déduit Pexpression du point initial :

h(0))=a+pF+u = u—ucoshT;

w(0)=a—0 = wusinhT. (1.54)

Pour u = 41 on obtient le lieu tracé en traits pleins sur la figure 1.4.

La courbe est tangente en 0 a ’axe vertical a la cible, et a pour asymptotes les droite
h+w = £1. En effet, on a cosh®T — sinh®*T = 1, et donc coshT — sinhT' = (cosh T' +
sinh 7)™ = o(1) pour T grand.

Points ne pouvant atteindre la cible Notons v = Z et £ := h 4+ v. Alors 5 =& —u.
Donc si [£] > 1, [£] ne peut diminuer au cours du temps. Ceci interdit d’atteindre la cible.

Points atteignant la cible avec un changement de signe de la commande On
a déja construit les trajectoires optimales sans changement de signe. Il suffit d’examiner
quand les trajectoires obtenues avec u = 41 rencontrent celles-ci. Or ces courbes sont
obtenues par translation de (u,0) de celles pour u = 0 (cf les portraits de phase, questions
3). La figure 1.4 donne la représentation des trajectoires optimales.

Remarque 1.32 Si |h+w| < 1, il est possible d’atteindre la cible mais il faut distinguer
trois cas. Quand |h — w| < 1, le lieu des trajectoires en temps minimal sans changement
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F1G. 1.4 — Synthese des trajectoires en temps minimal

de signe de la commande est atteint par les trajectoires optimales en tournant dans le
sens des aiguilles d’une montre. Au contraire, quand |h—w| > 1, les trajectoires optimales
atteignent ce lieu en tournant dans le sens trigonométrique. Dans le cas limite |h —w| = 1,
la premiere portion de la trajectoire optimale est rectiligne.

1.5.4 Cibles épaisses

Soit ¢ I’état final d'une trajectoire en temps minimal 7'. Dans les exemples précédents,
la cible était réduite & un point et la condition de séparation (1.35) se réduisait donc a la
séparation de z¢ et R(T,z°). Dans le cas dit de la cible épaisse, il faut prendre en compte

le fait que g est une normale extérieure & C' en %

Exemple 1.33 Soit C' égal a la boule unité fermée associée a la norme euclidienne. On
sait (lemme 1.12) que z¢ € 9C, soit ||z?|| = 1. Toute normale extérieure & C' en x? est
de la forme az?, avec a € IR,. Or q # 0, et seule la direction de ¢ importe et non son
module. On peut donc supposer que ¢ = z(7T'). Le principe du minimum (1.32)-(1.35)
équivaut alors a

#(t) = Ax(t) + Bu(t), t>0,
{xm) — 1z, J2(D)]| = 1, (1.55)
—p(t) = ATp(t), tel0,T],
{p<pT> — o) (1.56)
H(e(0)u(0) (1)) = inf H(x()wp(t). pp. € [0T] (1.57)

Exemple 1.34 Supposons encore C' égal a la boule unité fermée associée a la norme
euclidienne, 'équation d’état étant Z = u, avec U = [—1,1].
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Notons v = 2, z(T) = 2% = (2%v%), et donc ¢ = (2¢v%). On a —p, = 0, —p, = p. et
donc
p. =24 p,=v? (T —t)2". (1.58)
La commande optimale vaut donc —1 et 1, respectivement, si (z¢,0%) est dans le premier
(resp. troisiéme) cadrant, et ne peut changer de signe que si v? et 2¢ sont de signe différents.
Intégrant en temps rétrograde, a partir du temps 7" avec x(7") quelconque de norme 1,
on obtient le lieu de changement de signe. McCausland [26, Section 6.6] donne une étude
détaillée de ce probleme.
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Chapitre 2

Temps minimal : systemes non
linéaires

Ce chapitre aborde le problemes de transfert en temps minimal en présence d’une
dynamique non linéaire. I.’ensemble accessible n’est plus convexe. Une linéarisation non
standard de la dynamique, basée sur des perturbations en aiguilles, permettra cependant
une extension du principe du minimum.

Par ailleurs, dans le cas d’'une dynamique linéaire, la commande optimale est, si le
systeme est commandable, p.p. sur la frontiere des commandes admissibles. Il n’en est
plus de méme quand la dynamique est non linéaire, méme si la commande entre linéai-
rement dans I’équation d’état, comme le montre I’exemple de la section 2.1.1. Ceci nous
amenera a introduire la théorie des arcs singuliers.

2.1 Présentation du probleme

2.1.1 Un exemple

Nous allons discuter le probleme du transfert en temps minimal vers une position
donnée d'un avion dont la trajectoire est horizontale et rectiligne.

Les variables d’état sont la position y, la vitesse v, et la masse m de I’engin. Les forces
en jeu sont liées a la gravité g, supposée constante, la trainée D, et la portance L (drag et
lift). La portance doit équilibrer la gravité, soit L = mg; la trainée est liée a la portance
via I'incidence, et cette relation a pour expression

L2
D:AU2+Bﬁ, (21)
g*v
ou A et B sont deux constantes positives. Eliminant la portance, il vient

2
D = D(v;m) = Av? + B%. (2.2)

La commande u est le débit d’éjection des gaz, et la poussée est cu avec ¢ > 0 constant.
L’équation d’état est donc

m(t) = —u. (2.3)
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Nous menerons autant que possible les calculs avec une trainée D = D(v,m) sans utiliser
I'expression (2.2) qui varie d’un avion a lautre. L’état initial est noté (y°,v°,m°) et la
cible est

C={(yvm); y=>y, m=>m} (2.4)

On suppose que y¢ > ¢ m® > m? et que v° > 0 (si v° < 0 le probléme n’a pas de
sens).

Cet exemple permet d’illustrer un phénomene typique des systemes non linéaires. Il
n’est pas nécessairement optimal de rechercher des vitesses élevées en raison du terme
de trainée. Il peut donc y avoir une phase du vol ou la commande en temps minimal
se trouvera hors des bornes. Nous allons vérifier qu’il en est ainsi, et montrer comment
calculer la trajectoire optimale, en section 2.3.2.

2.1.2 Spécification du probleme

Nous considérons le systeme dynamique non linéaire
i(t) = fta()ult), 120, 2(0) =a°, (2.5)

avec z(t) € IR", u(t) € R™, et f: IR x IR™ x IR™ — IR". On supposera f lipschitzienne
et dérivable, de dérivée lipschitzienne. Comme dans le chapitre précédent, on prendra en
compte une contrainte sur la commande du type

u(t) e U, t>0, (2.6)

ou U est un ensemble convexe, compact et tel que 0 € int U. Le probleme de transfert en
temps minimal de I’état initial 2° & un point de la cible C s’écrit

(InfT) T; z(T)eC; (x,u) satisfont (2.5)-(2.6). (2.7)

2.1.3 Existence de solutions

Malheureusement, sous les hypotheses précédentes, il peut ne pas exister de solution
au probléeme, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 2.1 Soit le systeme dynamique
& =sin27ru, @ =cos2wu, 2=mn(2*+y*) —1, (2.8)

avec 2° = (0,0,1). On considére le probleme du transfert en temps minimal & la cible
z = 0, sous la contrainte u € [0,1] (qui se rameéne au cas 0 € intU par translation).
L’expression de la dérivée de z implique que le temps minimal de transfert ne peut étre
inférieur a 1, et que le transfert en temps T = 1 est impossible.

Soit k un entier positif. A la commande u(t) = kt (modulo 1) est associé I'état

B 1 — cos 27‘(‘]6‘75‘
- ok ’

sin 2wkt .

y(t) = ———; (2.9)

z(t) 21k

et

(1) =1+ /t 1 — cos 27kt Harm1—14 t sin 2wkt (2.10)
z(t) = - =1 = )
0 k2 2k? 4rk3
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Cette expression permet de vérifier que z(t;) = 0 pour un temps ) tendant vers 1 quand
k — oo. L’infimum des temps de transfert est donc 1 et n’est jamais atteint.

Nous allons néanmoins donner un résultat d’existence pour la classe, importante dans
les applications, des problemes pour lesquels la dynamique est affine par rapport a la
commande. Soient g, . ..,g, des champs de vecteurs'. Supposant pour simplifier I'exposé
que la dynamique est autonome (indépendante du temps), on se place donc dans le cas
ou f est de la forme

flwu) = go(x +Zuzgz (2.11)

Théoreme 2.2 On suppose la dynamique affine en la commande, les champs de vecteurs
étant lipschitziens et bornés. Si le probléeme (2.7) est réalisable, il a au moins une solution.

Démonstration. Soient u; une suite minimisante et x;, les états associés. Le lemme
1.3 permet (extrayant une sous suite si nécessaire) d’affirmer que u; a une limite faible
u, telle que @(t) € U p.p. D’apres les hypotheses sur g, la suite z; est uniformément
lipschitzienne, au sens ou il existe L > 0 telle que

|2k () — z(6)|| < LIt —t|, pour tout ¢,t" € [0,T]. (2.12)

Extrayant une sous-suite si nécessaire, on en déduit? que x;, converge uniformément sur
[0,77] vers une fonction Z, lipschitzienne de constante L. De plus, f(zg(t),ux(t)) converge
uniformément vers f(z(t),ux(t)). En conséquence, pour tout ¢ € [0,T(x°)],

t

Z(t) —xy = lim:ck(t) — 9 = lim/ f(zx(s),ug(s))ds = lilgn i f(z(s),ur(s))ds

/ ds+z / up)i(8)gi(Z(s))ds = [ f(&(s),u(s))ds
(2.13)

ott la derniére égalité est conséquence de la convergence faible. De plus Z(T') = limy, z(T%)
appartient a C' puisque C' est fermé. Donc @ réalise le transfert en temps minimal. |

2.2 Conditions d’optimalité
2.2.1 Un résultat général
Introduisons le pseudo-hamiltonien H : IR x IR" x IR™ x IR"™ — IR défini par
H(t,x,u,p) =D f(t,l',U). (214)

Dans le cas autonome on notera f(z,u) la dynamique et H(x,u,p) le pseudo-hamiltonien.
On dit que la commande u € L*(0,7,U) satisfait le Principe du minimum pour le probléeme

1. Un champ de vecteurs est une application de IR"™ dans lui méme.
2. Par exemple en appliquant le théoreme d’Ascoli-Arzela, concernant les familles équicontinues de
fonctions.
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(2.7) si elle satisfait les relations suivantes:

{ ©(t) = f(tx(t),u(t)), t>0, (2.15)

z(0) = xo,

—p(t) = Ho(tx(t),u(t),p(t), tel0,T],
{ o) =g, (2.16)
H(t,x(t),u(t),p(t)) = 525 H(t,z(t),v,p(t)), u(t) € U, p.p. t € [0,1], (2.17)
qg-y<gq-z(T), pourtout yeC; z(T)eC; q#0. (2.18)

Théoréme 2.3 Toute solution du probleme (2.7). satisfait le principe du minimum.

Démonstration. La démonstration étant technique, nous la reportons en section
2.4 pour discuter sans attendre les conséquences de ce résultat. ]

Remarque 2.4 Si la commande wu satisfait le principe du minimum pour le probleme
(2.7), lapplication t — H (t,x(t),u(t),p(t)) est essentiellement constante. On le vérifie
facilement en étendant la démonstration de la proposition 1.17.

Exemple 2.5 Dans le cas de systemes dynamiques autonomes affines en la commande,
donc de dynamique donnée par (2.11), une commande u satisfaisant le principe du mini-
mum vérifie presque partout en ¢t € [0,7]

Zui(t)p(t) cgi(z(t)) < Zvip(t) - gi(z(t)), pour tout v e U. (2.19)

En particulier, on a p.p. u(t) € OU quand p(t) - g;(x(t)) # 0 pour au moins un 1.

Remarque 2.6 Sila dynamique est linéaire et autonome on retrouve les résultats du cha-
pitre précédent. Il en résulte que les conditions du théoreme 2.3 ne sont pas des conditions
suffisantes d’optimalité (remarque 1.25).

2.2.2 Arc singulier

Nous étudions dans cette section des systemes dynamiques autonomes affines en la
commande, dans le cas d'une seule commande :

& = go(z(1)) + u(t)gr (2(1)), (2.20)

les champs de vecteurs go et g; étant de classe C™°, et en supposant U = [—1,1]. Le
hamiltonien est fonction affine de la commande, de pente p(t) - g1(x(t)). Une commande
satisfaisant le principe du minimum vérifie donc

oy =1 siop(t) - gi(x(t)) >0,
“(t)—{ 1 osi p(d)- gi(x(t)) < 0. (2.21)

Nous avons vu dans 'exemple 2.1.1 que la commande en temps minimal peut se trou-
ver hors des bornes sur un intervalle de temps |7y,75[. Dans ce cas, I'application v —
H(x(t),v,p(t)) est constante, et donc

p(t) - g1(x(t)) =0, (2.22)
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de sorte que le principe du minimum ne semble donner aucune information sur la com-
mande optimale. On appelle arc singulier la courbe (z(t),u(t),p(t)) sur |m,m][.

Dans la plupart des applications, on peut obtenir une expression de la commande en
fonction de I’état et de I’état adjoint en dérivant autant de fois que nécessaire I'application

t— p(t) - g1 (2(1)-
Le calcul sera grandement simplifié par I'utilisation des crochets de Lie qui a une paire
de champs de vecteurs (X,Y) différentiables associent un autre champ de vecteur

[X,)Y]:= XY -Y'X. (2.23)

Autrement dit, [X,Y] a pour composantes i, avec 1 < i < n, la quantité
XY Tilx) = ) Xij(@)Yy () = V(@) X(x). (2.24)
j=1
On notera, pour k > 1,
adX.Y = ad'X.Y = [X,Y]; ad""'XY =[X,ad"X.Y]. (2.25)

On notera aussi [go,91](t) = [g0(z(t)),01(x(1))].

Théoréme 2.7 Soit une commande u vérifiant le principe du minimum. Alors, p.p. t €
[0,7] on a

S H 0 u()p0) = —p(0)-[a0.0)0) (226
CHEOu0p0) = pO)-(lg0s(®) - vadggt).  (227)

De plus, soit un instant t faisant partie d’un arc singulier, tel que

p(t) - ad?g1.go(t) # 0.

Alors la commande est donné en fonction de [’état et de l’état adjoint par la formule

p(t) - ad?go.g:(t)

u(t) = . 2.28
= 1) oo golt) 22
Démonstration. L’équation de I’état adjoint s’écrit ici
=p(t) = (gn(x(1) + ut)gi(x(t))) "p(t). (2.29)
d d
Notons A! := EH;(y(t),u(t),p(t)) et A? = EAl' Pour simplifier les calculs, on

omettra argument x(t) des champs de vecteurs, et le temps en argument. Il vient

o,

Al = 3 (P:91) = () + (p.gi)

—((90 + ugh)'p.g1) + (p,91(90 + ugn))
9091 + ug1g1) + (p.g190 + ugigr)
D.9091 — 9190) = —(D,[90,91]),

o~~~
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d’out (2.26), et

8 = o o)) = —{blwo)) (b lao)

= (p,(90 +ug1)[90.91]) — (p,[90,1] (90 + ug1))
= (0.9090,01] — [90.91) 90 + w [91[90.91] — [90,91])'91])
= (p,[90,[90,91]] + u [91,[g0,91]])-

Mais [go,91] = —[g1,90], donc [g1,[g0.91]] = —[91.[g1,90]] 0t (2.27). Si ¢ fait partie d'un
arc singulier, les membres de (2.27) sont nuls, d’ou (2.28). |

Les formules (2.26)-(2.27) sont, dans certains exemples, contradictoires (quand p(t) #
0) ce qui permet alors d’exclure la présence d’arcs singuliers.

Proposition 2.8 Supposons la dimension de l’espace d’état égale a 2 et, pour toult €
IR?%, les champs g1 et [go,q1] linéairement indépendants. Alors une trajectoire extrémale
ne peut avoir d’arc singulier, et une commande en temps minimal change de signe un
nombre fini de fois.

Démonstration. Soit ¢ un instant tel que p(t) - g1(x(¢)), et appelons 7 l’ensemble
de tels instants. On sait que p(t) # 0, sinon ¢ serait nul, ce qui est impossible; comme
n = 2, 'indépendance linéaire de g; et [go,g1] implique p(¢) - [go,91](t) # 0. D’apres (2.27),
t est donc un point isolé de 7. Or ce dernier est fermé, ce qui entraine la conclusion. W

Remarque 2.9 En d’autres termes, si n = 2, un arc singulier est contenu dans le lieu
singulier de 1'espace d’état défini par I’équation (on note ’A’ le produit vectoriel)

G(z) :== g1(x) A [90,91)(x) = 0. (2.30)

Sur un arc singulier, dérivant G(z(t)), il vient

G'(2(1))(90(x () + u(t)gr(x(t))) = 0. (2.31)
Si G'(x(t))g1(z(t)) # 0, on en tire une expression de la commande en fonction de [’état.

Remarque 2.10 Supposons n égal a 3, et notons encore G(x) := g1(x) A [go,01](x). Si les
vecteurs gi(x) et [go,g1](z) sont linéairement indépendants pour tout x, et si t appartient
a un arc singulier, les relations (2.26)-(2.27) impliquent que p(t) est colinéaire a G(z(t)).
D’apres le théoreme 2.7, si

G(x(t)) - ad’gr.o(t) # 0. (2.32)

nous obtenons une expression de la commande en fonction de [’état sur un arc singulier :

G(x(t)) - ad®go.g1(t)
G(z(t)) - ad?g1.90(t)
Remarque 2.11 On trouvera d’autres aspects de la théorie des arcs singuliers dans Bry-

son et Ho [12], en particulier des conditions d’optimalité d’ordre élevé et des conditions
dites de jonction, qui concernent les bords de ’arc singulier.

ult) = (2.33)
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2.3 Applications

2.3.1 Pendule

Considérons le probleme de commande du pendule

0+ gsinf = u, (2.34)
avec g > 0 pesanteur, # € IR angle du pendule, et la contrainte u € U = [—1,1]. Introdui-
sant la vitesse angulaire w, on obtient la forme suivante:

0=w: w=u—gsind, (2.35)

d’ou I'expression du pseudo-hamiltonien
H(0.w,u,pg,p.) = pow + pu(u — gsin ) (2.36)
et de la dynamique de 1'état adjoint
—Po = —gPwcost, — p, = pe. (2.37)

Sur un arc singulier, p,, = 0, donc py aussi, ce qui est impossible. Il n’existe donc pas d’arc
singulier.
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FiGc. 2.1 — Commande du pendule : quelques trajectoires en temps minimal

La commande optimale est

w-{ 3 o e

Le long d’une trajectoire en temps minimal, on a donc

. . pUJ
0+gsinf = ———
[Pl (2.39)
Pw + gp, cosf = 0.
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Si le temps minimal est assez petit, on obtient des trajectoires en temps minimal en
intégrant I’équation d’état en temps rétrograde a partir de la cible, avec par exemple u = 1
sur un intervalle [0,7], puis avec u = —1. Le tracé correspondant se trouve en figure 2.1.

Remarque 2.12 On trouvera dans Lee et Markus [22, Chapitre 7] une étude complete
du probleme (assez complexe!) de détermination de la commande optimale en des points
éloignés de la cible.

D’un point de vue pratique, une heuristique consiste a prendre d’abord une commande
réduisant le plus possible I’énergie mécanique, soit u = —w/|w| puis, quand on est assez
pres de la cible, prendre la commande optimale (calculée ci-dessus). Enfin au voisinage
immédiat de la cible on préferera un bouclage linéaire, pour éviter les oscillations rapides
entre £1 qu’engendreraient inévitablement les bruits et vibrations diverses.

On voit sur cet exemple l'intérét pratique de combiner différentes approches.

2.3.2 Avion a trajectoire horizontale

Nous reprenons le probleme décrit dans la section 2.1: transfert en temps minimal,
vers une position donnée, d'un avion dont la trajectoire est horizontale et rectiligne. Nous
allons calculer, sur un arc singulier, I’expression de la commande optimale, en fonction de
’état.

La dynamique est linéaire par rapport a la commande, et la théorie de ’arc singulier
développée en section 2.2.2 s’applique donc. Cependant, plutot que de calculer les crochets
de Lie correspondants, il est beaucoup plus simple d’effectuer des dérivations directes?.

On note (py.py,pm) les coordonnées de I'état adjoint. 11 vient avec (2.3), omettant les
arguments quand on le peut:

cu — D(v,m)

H(y,v,mu,p) = vp, + Po———— — UPm, (2.40)
et donc I'équation de I'état adjoint est
. ) D! ) D —cu—mD],
—Py = 07 — Pv = Py — pvﬁa — Pm = Dv m2 . (2'41)
Notons que p, est constant, donc p,(t) = ¢,. On a aussi
H = L Prm- (2.42)
m
Posons / /
D - D —cD
Lemme 2.13 Sur un arc singulier, la commande est solution de
(A+cAl —mA! Yu=A(A— D))+ DA.. (2.44)

3. L’important est de comprendre le principe des calculs qui suivent, plus que le détail qui est quelque
peu pénible. Dans la pratique on réalise les calculs avec des outils de calcul formel.
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Démonstration. Sur I'arc singulier, on a avec (2.42), en omettant le temps en ar-
gument :

H =c —p, =0 (2.45)
m
Dérivant en temps cette relation, il vient
v v D! D —cu—mD! — A
0=culs — Lu g Lo + Do O TMm [y P (2.46)
m? m m? m? m?

Cette relation, qui conformément a la théorie ne dépend pas de u, équivaut a
mpy — puA = 0. (2.47)

Dérivant cette relation par rapport au temps, il vient

D! - D
—UPy +A (py o pvﬁ) — Do (A;CUm o UA;n) = 07 (248)

soit )

<py + Po <AL% - A%)) u=A (py - pv%) +vai,% (2.49)

Les relations (2.45) et (2.47) sont linéairement indépendantes (par rapport a p). Le long
d’un arc singulier, p est donc proportionnel a la base du noyau des relations (2.42)-(2.46),
d’expression

G(z)=(A, m, o). (2.50)
Combinant avec (2.49), on obtient (2.44). [

Remarque 2.14 Pour fournir une approximation numérique de la solution, on peut
procéder comme suit. L’intuition physique suggere une premiere phase a débit maxi-
mum (si la vitesse initiale est faible) ou nul (si elle est élevée), suivie d’'un arc singulier se
terminant quand le réservoir est vide. Il suffit donc (dans chacun des deux cas) d’essayer
différentes valeurs de l'instant d’entrée dans I’arc singulier. Dans les calculs on prendra
garde aux bornes que doit respecter le débit de gaz dans ’arc singulier.

Remarque 2.15 On trouvera une analyse détaillée d’un probleme similaire, mais un
peu plus simple (on maximise la portée au lieu du temps de transfert, ce qui réduit a 2

la dimension de I’état) avec le tracé du lieu des trajectoires, dans Leitmann [23, Section
2.9].

2.4 Démonstration du résultat principal

Cette section est consacrée a la démonstration du théoreme 2.3, dont la clé réside dans
I’estimation de l'écart entre deux états associés a des commandes voisines, grace a une
linéarisation non standard de I’équation d’état.

On introduit la distance d’Ekeland sur 'espace L>(0,1,U):

d(u,v) :=mes({v(t) # u(t)}). (2.51)
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Soient u, u; et ug dans L>®(0,T,U), x, x1 et xo leurs état associé. Posons w := xg — 7.
On note z la solution de la linéarisation non standard de I'équation d’état :

) = foltw()u(d)z(t) + f(te(t)us(t) — f{Ex()u(t)),
p.p. t € [0,T1, (2.52)
z2(0) = 0.

Lemme 2.16 Soient u, uy, us, x, 1, To, w et z comme ci-dessus. Si 0(u;,u) — 0,
1 =1,2, alors

(1) Hw|’Loo(07T’an) = O(5(u2,u1)), (11) Hw — Z|’Loo(07T’an) = 0(5(U2,U1)). (253)
Démonstration. L’application f est lipschitzienne, donc, p.p. t € [0,7]:
[ < | Ewa(t),ua(t) — f(E22(t),ua ()]

i
L (e (t),un(8) = f{E21(8),ua (1))
< O(Jlua(t) = ua@)]]) + O([[w(@®)]])-

Comme U est compact, on a ||ug — 1| p1or,0) = O(d(uz,u1)) et 'inégalité de Gronwall
implique (2.53)(i).
Par ailleurs, on peut écrire

w(t) = f(tx(t)ua(t) = f(Ex(t),un(t)) + Az(t) — Ai(D), (2.54)

ou pour ¢ = 1,2, notant ; := x; — x:

Ait) = flta(t),uw(t) = f{tz(t)u /fztx ) +0i(t),ui (1)) 7:(1)d6,

Ay(t) — Ay(t) = / 1 fo(t,x(t) + 0Z2(t),ua(t))w(t)dO+
01
/0 [fu(t,x(t) + 0%2(t),ua(t)) — fult,x(t) + 021 (t),ui(t))] A0z, (2).
Soient As(t) et A4(f) les membres de droite de chaque ligne. La convergence uniforme de
x1 et zy vers x et I'estimation ||w||ps (o 1,mn) = O(d(uz,u1)) impliquent :
As(t) = fa(tz(t)u(t))w(t) + o(d(uz,u1)) + ol[Juz(t) — w (D)), (2.55)
Au(t) = o(d(ug,ur)) + o([Jua(t) = ua (@)]])- (2.56)

Au total, posant y := z — w, il vient

y(t) = fa(t,x(t),u(®)y(t) + o(0(uz,u1)) + o([luz(t) — ua()]]) (2.57)
d’ou (2.53)(ii) avec 'inégalité de Gronwall. |

Définition 2.17 Soient u € L>(0,7,U) et x I’état associé. On dit que y € IR"™ est une
variation finale associée a u, s’il existe une suite de commandes uy € L*(0,7,U), et une
suite numérique ¢ | 0 telles que, notant zy, I'état associé a ug, on a (2 (1) —x(T)) /e —
y. On note Cr(u) 'ensemble des variations finales.
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Il est clair que Cr(u) est un cone fermé. Construisons un type particulier de variation
admissible.

Définition 2.18 (i) La perturbation en aiguille associée a ty €]0,T[ et w € U, indicée par
v > 0, est la famille de commandes admissibles v.,, d’état associé z., définie par

vy (t) =w si|t—to] <7, u(t) sinon. (2.58)
(ii) Soit z € L*(0,T,IR™). On dit que ty €]0,T est un point de Lebesgue de z si
1 to+y
z(tp) = lim — z(t)dt. 2.59
o) =tim = [ =0 (2.50)

On sait que (2.59) est satisfaite presque partout, voir par exemple Rudin [30, théoreme
7.7]. En particulier, presque tout ¢y €)0,7[ est un point de Lebesgue de f(¢,x(t),u(t)).

Lemme 2.19 Soient u € L*>®(0,T,U), z l’état associé, et ty €]0,T[ un point de Lebesque
de f(t,x(t),u(t)). Alors la perturbation en aiguille associée a to €]0,T] et w € U est telle
que la variation finale y = lim(z(T)—x(T"))/(27) existe. On Uappelle variation en aiguille
associée a ty €]0,T[ et w € U. Si de plus p est solution de I’équation adjointe (2.16) (avec
une condition terminale q quelconque), alors

q-y = H(tx(to),w,p(to)) = H(t,x(to),ulto)p(to)). (2.60)

Démonstration. On applique le lemme 2.16, avec uy = v, et u; = u. Puisque
d(vy,u) <2v,0onax,(T) —x(T) = 2,(T) + o(7), ou 2z, est solution de
() = faltw(t)u(t))z(t) + f(Lat)0, () — f(tx(t)u(l)),
p.p. t € [0,17, (2.61)
2(0) = 0,

et donc pour g € IR™ quelconque et p solution de 'équation adjointe (2.16),
T
q-2(T) = p(T)-2(T) = / [B(t) - 2(t) + p(t) - 2,(1)] dt
0

- / plt) (F(tax(t).0n (8)) — F(t(t)u(t))) dt.

Revenant a la définition de v, et utilisant le fait que ¢y €]0,7] est point de Lebesgue de
f(t,x(t),u(t)), on obtient (2.60) par passage a la limite, d’ou la conclusion. [

(2.62)

On note Cr(u) le cone convexe engendré par les combinaisons linéaires positives de
variations finales en aiguille. Autrement dit,

C}(u) = {Z a;z;; I fini, a; >0, z; € Cp(u), i € [} ) (2.63)
el

Lemme 2.20 Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La commande u satisfait le principe du minimum,

(ii) Il existe ¢ # 0, normale extérieure a C en x(T)), telle que q-y > 0, pour toute variation

finale en aigquille y,

(iii) 0 ¢ int <:E(T) +Cr(u) — C).
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Démonstration. Le principe du minimum fournit une normale extérieure ¢ # 0
a C en z(T); si y est une variation finale en aiguille, alors ¢ - y > 0 d’apres le lemme
2.19 combiné a (2.17), donc (i) implique (ii). Si (ii) est satisfait, soit p solution de (2.16)
(cette équation différentielle linéaire rétrograde a une solution unique). Alors le lemme
2.19 implique le principe du minimum.

L’équivalence de (ii) et (iii) résulte du lemme 1.13, en notant que (ii) équivaut a la

séparation de {0} et de ’ensemble convexe (x(T) + Cr(u) — C). |

Dans la suite on va prouver la nécessité du principe du minimum en montrant que,
si u réalise le transfert en temps minimal, la condition (iii) du lemme 2.20 est satisfaite.
Pour ceci il faut étudier I’ensemble Cr(u).

Lemme 2.21 Soit u € L®(0,T,U). Alors Cr(u) C Cr(u).

Démonstration. Soient y = Zle a;y;, avec a; > 0 pour tout ¢, et y; variation finale
associée a la perturbation en aiguille associée a t; €]0,7 et w; € U. Supposons d’abord
les instants ¢; distincts. On construit alors la perturbation de la commande de la maniere

sulvante
vy (t) =w; sift—t;| <ary, i=1,....k wu(t) sinon. (2.64)

On conclut facilement avec le lemme 2.16, par des calculs similaires a ceux de la démonstration
du lemme 2.19.

Donnons maintenant I'idée de la preuve du cas général en traitant le cas de deux points
égaux t; = tg, avec k = 2. On pose dans ce cas

w1 sit e [tl - 20,1’}/,151],
vy(t) = ¢ wy sit €lty,t + 2a279], (2.65)
u(t) sinon.

On conclut encore avec le lemme 2.16, par des calculs similaires a ceux de la démonstration
du lemme 2.19. [ ]

On parlera encore de perturbation en aiguille associée a une variation finale en aiguille
Yy € C - T'(u). Ces variation finales en aiguille notées encore v,, dont la démonstration
donne le principe de construction, sont telles que d(v,,u) = O(y), et leur état associé x,
vérifie . (T') = x(T') + 2vy + o(7).

Démontrons d’abord le théoreme 2.3 dans le cas ou C' est d’intérieur non vide.

Lemme 2.22 Soit u solution du probleme (2.7). Si C est d’intérieur non vide, alors
0 & int <x(T) + Cr(u) — C’), ce qui assure la conclusion du théoréme 2.3 en raison du
lemme 2.20.

Démonstration. Supposons au contraire que
0 € int <:1:(T) +Cr(u) — O) . (2.66)

Ceci implique que les convexes z(T') + Cr(u) et int C' ont une intersection non vide; sinon
il existerait une forme linéaire les séparant, et séparant donc C' et (7)) + Cr(u), ce qui
contredirait (2.66).
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Il existe donc yo € Cr(u)N(int C—x(T)). La perturbation en aiguille v, correspondante
est telle que son état associée x., vérifie x.,(T") = z(T") + 2yyo + o(7), donc z.,(T') € int C
si v > 0 est assez petit. Pour un tel v > 0, quand ¢ < T est proche de T, on a encore
x,(t) € int C, ce qui contredit 'optimalité de w. [

Etudions maintenant le cas ou la cible est réduite a un point.

Lemme 2.23 Soit u solution du probléme (2.7). Si C est réduit a un point, alors 0 &

int (:L‘(T) + Cr(u) — C’) , ce qui assure la conclusion du théoreme 2.3 en raison du lemme
2.20.

Démonstration. Notons ag, aq, ..., diverses constantes positives. On peut supposer
que C' = {0}. Si la conclusion n’est pas satisfaite, de (2.66) on déduit qu’il existe r
variations finales en aiguille y! & y” telles que

2¢eB Cconv{y', ... y"}. (2.67)

Pour v > 0, et h € IR, on note w,; la perturbation en aiguille associée a la variation
finale yj, := >_._, h;y;, bien définie pour v < qg et [|h]| < a1, et ., I'état associé. Notons
aussi Sy := {h € R; ||h|| < a1}. On va montrer que, pour 7 assez petit, si 7 < T est
proche de T, alors

0 € {zyn(r);h € Si}. (2.68)

Bien entendu (2.68) contredit 'optimalité de u d’ou la conclusion.

Montrons donc que (2.68) est satisfait. Pour ¢ = 1,... 7, notons y;(7) la variation au
temps 7 associée a la perturbation en aiguille associée a y; (donc y; = v;(7")). Comme
y;(7) est fonction continue de 7, (2.67) implique que pour 7 proche de T on a

eB C conv {y'(7),....y"(7)}. (2.69)

Etant donné v > 0, essayons de résoudre en h € S; 'équation z,,(7) = 0 par
I’ “algorithme” de linéarisation suivant :

r

ho=0; > (W = hh)y'(7) = —z g (7), k=1,.... (2.70)

i=1
D’apres (2.67) cette équation a une solution telle que
IR = BF|| < aglay i (7)) (2.71)

Notons u* et 2% les commandes et états associés formés par I’algorithme. Pour que celui-ci
soit bien défini pour tout k il faut, pour tout k, vérifier que ||h*|| < ay; c’est le cas pour
k=0.

Le lemme 2.16 montre que, étant donné €; > 0, pour v > 0 assez petit et réduisant a;
si nécessaire, on a pour tout h et A’ dans S :

T

Lo (7) = (1) = Y (B = hi)ya(T)

=1

< g||h = . (2.72)




170 CHAPITRE 2. TEMPS MINIMAL : SYSTEMES NON LINEAIRES

Donc tant que h* € Sy, pour k > 2, on a avec (2.71) et (2.72)
IR = | < aslla e (7)I] < €ra2]|R* = R57H, (2.73)

et donc prenant £, = %&2, tant que h¥t! € Sy, pour k > 2

k
IR < DR = R < 2Bt = 1O < 2a0]|2(7)]. (2.74)
i=1
Si on prend 7 tel que 2as||z(7)|| < a;, on obtient par récurrence que ||h¥|| < ay, donc

la suite est bien définie; de plus ||B* — B*7!|| — 0, donc avec (2.73) ||z, 4 ()| — 0.
Posant h™ := lim; h*, on obtient Ty peo = 0 comme il fallait le montrer. |

Traitons enfin le cas général, en commencant par un lemme préliminaire.

Lemme 2.24 51 C est d’intérieur vide, moyennant si nécessaire un changement d’origine
et de la base de IR"™ on peut supposer qu’il est de la forme

C={re€R" 2;,=0,i=1,....¢; (2g11,...,2,) € C}, (2.75)
avec C' partie conveze de IR" d’intérieur non vide.

Démonstration. Le résultat est vrai si C' est d’intérieur non vide. Sinon, comme C
est convexe, ceci implique qu’il est contenu dans un hyperplan que par changement d’ori-
gine et de base on peut supposer de la forme z; = 0. Posons C; := {2/ € R"™!; (0,2') €
C'}. Procédant de méme pour Cy, on arrive par récurrence au résultat cherché. [ ]

Lemme 2.25 Soit u solution du probleme (2.7). Alors 0 ¢ int <:L‘(T) + Cr(u) — C’), ce

qui assure la conclusion du théoréme 2.3 en raison du lemme 2.20.

Démonstration. Procédons par ’absurde : supposons donc (2.66) satisfait. On peut
supposer que z(T) = 0 et que C' est de la forme (2.75). Notons g le vecteur formé des
composantes g+ 1 an de y € IR". Nous allons montrer qu’il existe une variation y € Cr(u)
telle que

y=0,i=1a¢q §ecintC. (2.76)

En effet (2.66) implique que, pour tout z € B tel que 2z = --- = z, = 0, il existe
y € Cp(u) et c € C tels que z =y — c. Ceci assure que I'ensemble

{(Ygrts - n); Y€ Cr(u)iypn = =y, =0} = C

est un voisinage de l'origine. Procédant comme dans la démonstration du lemme 2.22; on
en déduit (2.76).

Soit v, la perturbation en aiguille associée a y et x, I'état correspondant. Alors
(’IW)Z(T) = O(W)a t=1,... i, et (i'W)Z(T) = Q/Yy + 0(/7)

Il existe donc a > 0 tel que, pour tout € > 0, si v > 0 est assez petit, on a |z, ,(T)] <
%efy, i <gq,et z,(T)+20vB(0,1) C C. Pour 7 < T assez proche de T, on aura donc

|2, i(T)| < ev, i <q; Ty(7) +ayB,—4(0,1) C C. (2.77)
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On procede alors comme dans le cas C' = {0} pour effectuer une correction assurant
z;(7) = 0,7 =1 a ¢q. Comme cette correction modifie I'état a I'instant 7 d’une quantité
O(e7), ceci assure (pour £ > 0 assez petit) () € C et donc z(7) € C ce qui donne la
contradiction recherchée. |

2.5 Notes

On trouvera d’autres approches du principe du maximum dans 1’école russe: Alexéev,
V. Tikhomirov et Fomine [2], Ioffe and Tihomirov [20].

Pour les extensions au cadre non différentiable on consultera Clarke [13], Frankowska
[19].
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Chapitre 3

Commande optimale: ’approche
HJB

3.1 Cadre

Dans ce chapitre nous étudions une classe de problemes de commande optimale généra-
lisant les problemes de transfert en temps minimal. Cette classe est paramétrée par z, la
condition initiale sur 1’état. Nous montrerons que la valeur du probleme est solution, en
un sens généralisé, d'une équation aux dérivées partielles en la variable x, dite équation de
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). La commande optimale s’obtient alors en minimisant
un hamiltonien faisant intervenir le gradient de la fonction valeur.

La classe de problemes de commande optimale est la suivante :

(

Min V(,u,T) = /0 g a() () )Ml

| Y2u(T) € C;y wu(t) €U, pp. tel0,+ o0l

Ici la cible C est une partie fermée (peut étre vide ou non convexe) de IR", u est la
commande, et doit appartenir a presque chaque instant a I’'ensemble U, compact (convexe
ou non) de R™; T est appelé temps de transfert de I'état initial = & la cible avec la
commande u; il vaut par définition +o0o si celle-ci n’est jamais atteinte; v, , est 'état,
A > 0 est un coefficient d’actualisation, f : IR™ x IR™ — IR" est la dynamique, et
(:IR" x R™ — IR est le cout distribué. Nous faisons les hypotheses suivantes sur f et
(:
{ f est lipschitzienne, (3.1)
¢ est lipschitzienne et bornée. ’

On notera Ly et Ly les constantes de Lipschitz. Ces hypotheses assurent que 1'équation
d’état admet, pour une commande u € L*>°(0,7,U) donnée, une solution unique, et que le
critere

V(z,u,T) :/0 O () u(t))e Mt (3.2)
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est bien définie si T est fini ou si A > 0.

On dit que (u,T") est admissible si u(t) € U p.p. t, fOTf(ym,u(t),u(t))e_)‘tdt est bien
définie, et si de plus T est fini, alors y,,(7T") € C. On appelle valeur du probleme (F,) la
quantité

V(z) = inf{V(z,u,T); (u,T) admissibles}. (3.3)

Si une commande (u,T") admissible atteint I'infimum, on appelle commande optimale et
on dit qu’elle est solution du probleme (FP,).

Remarque 3.1 La fonction valeur est, si A > 0, une fonction bornée, positive si ¢ 1'est.
Dans ce dernier cas, V(z) = 0si x € C. Si de plus ¢(x,u) est strictement positif pour tout
(xu) € R" x U, et si (u,T") est solution de (P,), alors T est le premier instant ou ’état
atteint la cible.

Remarque 3.2 Nous retrouvons le cas particulier des problemes de transfert en temps
minimal dans le cas ou £ vaut identiquement 1. En effet, le critere & minimiser vaut alors

T -1 AT -
B aay JATA =) siA>0,
V(zu,T) = /0 e Mdt = { T G0 (3.4)

Minimiser ce critere équivaut bien a minimiser le temps de transfert. En particulier, si
A =0, V(z) est égal au temps minimal de transfert 7'(x).

Un coefficient d’actualisation strictement positif permet de donner une valeur finie
(égale & \~! dans le cas de problemes de transfert en temps minimal) au critere si la
cible n’est pas atteinte, ce qui facilite 'analyse mathématique ainsi que la discussion des
procédés d’approximation numérique. Pour cette raison, nous supposerons dans la suite
A > 0.

3.2 Valeur fonction de I’état

3.2.1 Principe de programmation dynamique
Notons I’ensemble des commandes par
U :={u:[0,00[— R™ mesurable; u(t) €U, p.p. t}. (3.5)

On dira que (u,T) € U x IR, est admissible, relativement a la condition initiale z € IR",
si y.u(T) € C.

Notons que, si z € IR™\ C, le fait que f soit lipschitzienne et que U soit compact
assure que le temps minimal de transfert a C' vérifie T'(x) > 0.

Le théoreme ci-dessous énonce le principe de programmation dynamique sous une
forme un peu restrictive, mais qui suffit pour l'instant. Une forme plus complete est
donnée dans le théoreme 4.1.

Théoréme 3.3 (Principe de Programmation Dynamique I) Siz € R*"\C et 7 €
10,7(x)], alors la valeur V() du probleme (P,) satisfait :

uel

V(x) = inf {/OT f(ym,u(t),u(t))e_’\tdt + e_ATV(ym,u(T))} ) (3.6)
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Démonstration. Notons v*(z) le membre de droite de I’égalité ci-dessus. Rappelons
que V(z,u,T’) est le cott associé a I’état initial x et a une commande admissible (u,T).
Alors 7 < T'(xz) < T, donc

VizuT) = /0 b))t + / (Yo () ut))e M,
= [ st [ et ot
= /0 T (Y (t),u(t))e Mt + €V (ypu(T) u(- +7),T = 7),

> /OT E(ymu(t),u(t))e*)‘tdt + eiATV(ym,u(T)).

Minimisant chaque membre par rapport a u, il vient V' (z) > v*(z). Pour montrer 1'iné-
galité inverse, fixons € > 0 et soit u. une solution e-optimale du probleme de minimisation
dans (3.6) et . I’état associé. On a donc

v(z) 2 / UG- (0) () Mt + V(Gu(r))e ™ — .

Soit (4.,1") admissible et e-optimal pour le probleme (Py,(;)) et . I'état associé. Alors

T
V(g(r))e ™ +e > / U(ge(t),ac(t))e 7 dt (3.7)
OTJrT
= / 09t — 7),0.(t — 7))e Mdt. (3.8)
Définissons la commande u, par
(1) si tel07],

(3.9)

wi = {

et soit g, I’état associé. Alors

U
U(t—7) si t€|r,o0],

T+T
v (z) > / () a(t))e At — 26 = Vi(wuerr +T) — 26 > V(x) — 2.
0

Puisque € peut étre pris arbitrairement petit, ceci entraine v*(x) > V(z), d’ou le théoreme.
|

Remarque 3.4 Le choix du poids exponentiel se traduit par une invariance de la valeur
par rapport a I'instant initial: c’est la clé de la démonstration ci-dessus.

Remarque 3.5 Le principe de programmation dynamique peut se formuler ainsi: sur un
horizon inférieur au temps minimal de transfert, la valeur optimale est égale a I'infimum
de la somme du colt de transition entre les états aux instants 0 et 7 et de la valeur
actualisée en 'état a 'instant 7.

Exemple 3.6 Pour un probleme de temps minimal de transfert, ¢(x,u) = 1, et le principe
de programmation dynamique s’écrit donc:

V 7€0T(z), V)=A'1—e?)+e™ inf V(ye(7)). (3.10)
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3.2.2 Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman

En vue de la discrétisation du principe de programmation dynamique, étudions le cas
ou 7 | 0 dans (3.6). Le lemme technique suivant sera utile a plusieurs reprises.

Lemme 3.7 Soient x € R"\ C et 7 €]0,T(x)[. Alors

ueU

TAV (x) = inf {/OT Uzu(t)dt + V(ypu(r)) — V(x)} + o(7). (3.11)

Démonstration. Le principe de programmation dynamique peut s’écrire

e’\TV(:E) = inf {/OT E(ym,u(t),u(t))e)‘”_t)dt + V(yLu(T))} ) (3.12)

uel

Puisque f est lipschitzienne, on a vy, ,(t) = = + O(7) (uniformément par rapport a la
commande). Plus précisément, il existe ¢ > 0, tel que, si 7 > 0 est assez petit, pour tout
t €[0,7], on a

|1Y2u(t) — || < er, pour tout u € U. (3.13)

En conséquence,

| ttattyatene 0t = [ wate)de +ofr), (3.14)
0 0
la encore uniformément par rapport a la commande. De plus,

AV (x) = (1 + M)V (x) + o7), (3.15)

Combinant avec (3.12) et (3.14), on obtient

ueld

TAV (z) = inf {/OT Uzu(t))dt + V(yeu(r)) — Viz) + 0(7)} + o(T). (3.16)

avec le premier o(7) uniforme par rapport a la commande, et on conclut avec le lemme
1.16. |

Introduisons le hamiltonien H :
H(z,p) = min{l(zu)+p- flzu)}. (3.17)

Remarque 3.8 Dans le cas de problemes en temps optimal, on a introduit en (2.14) le
pseudo hamiltonien H (z,u,p) := p- f(x,u) (dans le cas de données autonomes). Dans ce
cas {(z,u) = 1, donc H(z,p) = 1 + min,ey H(x,u,p).

Lemme 3.9 SiV est différentiable en x € IR" \ C, alors

AV (z) = H(z,DV (z)).
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Démonstration. Puisque f est lipschitzienne, utilisant (3.13), il vient

You(T) = 2 + /OT FYau(t),u(t))dl = = + /OT f(zu(t))dt + ofT), (3.18)

avec o(7)/T — 0 quand 7 | 0, uniformément par rapport a la commande. Comme V' est
différentiable en x, on a

V(Ypu(r)) =V(x)+ /OT DV (z) - f(z,u(t))dt + o(7), (3.19)

avec encore un o(7) uniforme. Combinant avec les lemmes 1.16 et 3.7, il vient

TAV (z) = inf {/OT [(zu(t)) + DV (z)f(x,u(t))] dt} + o(7). (3.20)

ueU

L’infimum ci-dessus est atteint en maximisant séparément pour chaque ¢; en conséquence,
TAV (2) = TH(2,DV (x)) + o(7), (3.21)

d’ott la conclusion en divisant par 7 | 0. |

On appellera équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), pour la famille de pro-
blemes de commande optimale (P,), 'équation aux dérivées partielles non linéaire du
premier ordre sur IR" \ C avec conditions aux limites

(3.22)

{(1) \v(z) = H(x,Dv(z)), =€ R"\C,
(ii)) wvw(z) = 0, x e C,

dans laquelle I'inconnue est la fonction v : IR" — IR.

Remarque 3.10 L’étude de cette équation aux dérivées partielles présente plusieurs dif-
ficultés:
(i) V(x) n’est en général pas différentiable sur IR™ \ C. Il faut donc donner un sens a
(3.22)(i) aux points ou V() n’est pas différentiable.
(ii) V(x) n’est pas nécessairement continue sur C' (voir 'exemple 3.11). La encore il faut
donner un sens a la condition aux limites.

(iii) II peut y avoir plusieurs solutions continues sur IR", et différentiable sur IR™\ C, de
(3.22) (exemple 3.12).

Exemple 3.11 Soit le probleme de transfert a 0, en dimension 1, avec la dynamique
T =u, 0 <wu < 1. Considérons la formulation actualisée avec A = 1.
On sait que V(z) =1 — e 7@, Or T(z) vaut —z si 2 <0, et 400 sinon; donc

1—¢e* siz <0,
Vi) = { 1 sinon. (3.23)

La valeur est donc discontinue en 0.
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Exemple 3.12 Soit le probleme de transfert a 0, en dimension 1, avec la dynamique
& =u, —1 <u < 1. Considérons la formulation actualisée avec A = 1. Alors T'(z) = ||,
et donc V(z) = 1 — e~ ?|. La valeur est continue, et différentiable en tout point différent
de la cible 0. Le hamiltonien a pour expression

H(z,p) = uer?_i?u {1+up}=1-—|p|, (3.24)

et I’équation HJB s’écrit donc

{Zgg)) - (1]'—|Dv(x)|, x # 0, (3.25)

La valeur est bien solution de cette équation. Mais les fonctions w (z) = 1 —e€” et wy(z) =
1—e~* sont d’autres solutions continues et différentiables en tout point différent de 0 (elles
sont méme différentiables en 0). Notons cependant que ces solutions “parasites” sont non
bornées alors que V(z) l'est.

3.2.3 Continuité uniforme de la valeur

Une fonction est d’autant plus facile a approcher numériquement qu’elle est réguliere.
Montrons que, si la cible est vide, la fonction V' est uniformément continue. On note alors
V(z,u) le critere. 11 vient donc

V(z) = irelsz V(z,u) (3.26)

ou U est défini en (3.5).

Lemme 3.13 Si C =0, la fonction valeur V (x) est hélderienne et bornée.

Démonstration. Montrons que V' est bornée. On a pour toute commande u
Vo)l < [ umatia®)e d <A (3.27)
0

dott [V (z)] < A7|4||o-
Montrons que V' est uniformément continue. Puisque f est lipschitzien, la quantité

Ao 1= sup ) f,(x’u)z S (3.28)
i [~

est finie. Montrons que deux trajectoires associées a la méme commande u satisfont la

relation
Yo () = Yo, (1) < |2 — ], (3.29)

En effet, posant z(t) := yu(t) — yuu(t), il vient

%% ()7 = 2(t) - 2(t) < Xol2(D)]?,

et donc |2(t)|? < €2z’ — x]?, d’otr (3.29). Par ailleurs, (1.26) implique

|V@3—V@HS&m{lmwwmﬂﬂ®)—amAﬂm®N€M@}-

uel
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Soit 7" > 0. Notons

A = sup / e (8):a()) — Ly () (0)) e,

uel

By = sup [ 6 )a(t) ~ Qa0 el

ueld JT

Alors |V (2') — V()| < Ay + A, Supposant sans perte de généralité \g > A (il suffit que
Ao majore le membre de droite de (3.27)), nous obtenons avec (3.29)
T (Mo-NT _ |
Ay < Lg/ |z — x|ePo~ Nt = Lgei
0 Ao — A

o 2
A, < 2/ 1€]lsceMdt = Ze™ ||| o
T )

|2’ — x|,

T

1
Soit a’ tel que |2’ — x| < 1. Choisissons 7' > 0 tel que e™" = |2/ — |0 (c’est possible!).

Alors les quantités A; et Ay se majorent ainsi:

L A L A
A < e — <|:E/—:E|/\A0 1—1>< £ |:L‘/—l'|)\A07

Xo— A = — A
2o < 2l — 2l
)
et donc
V@) -Vl < (525 + 31 ) I a1,
d’on1 la conclusion. [ |

3.3 Commande optimale

Sous les hypotheses faites au début du chapitre, il n’existe pas en général de commande
optimale (comme le montre 'exemple 2.1). Nous allons cependant, sous des hypotheses
fortes, établir dans cette section comment obtenir la commande optimale a partir de la
connaissance de la fonction valeur V.

Théoréme 3.14 Supposons la fonction valeur continiment différentiable sur IR™\ C, et
continue en tout point de C. Soit x € IR™\ C. Alors la commande u est optimale si et
seulement si, p.p. s € [0,T], ot T est le temps de transfert a C (éventuellement infini)
avec la commande u, cette commande minimise le hamiltonien au sens suivant :

H(Yeu(8), DV (Y.u(5)) = U(Yu(3),0(5)) + S (Yau(s),u(s)) - DV (Yau(s))- (3.30)

Démonstration. Soient (u,7) une commande admissible, et s €]0,T[; y,.(s) n’ap-
partient pas a C', donc V' est dérivable en y, ,(s). Le lemme 3.9 et la définition du hamil-
tonien impliquent

AV (eu(8)) = f(yeu(s)uls)) - DV (You(s)) < £(Yzuls),u(s)), (3.31)
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avec égalité ssi (3.30) est satisfait.
Soit 7 €]0,T'[. La régularité de V' permet d’écrire, compte-tenu de (3.31):

Vi) = e V() = [ 5 e Vi) d

— | WV (a8 = Faa®)s) - DV ()]l

OT

< /0 O (t),u(t))e™Mdt,
(3.32)

avec égalité ssi (3.30) est satisfait.

Faisons maintenant tendre 7 vers 7. Si T" est fini, de V(y,.(7T")) = 0 on déduit que u
est optimal ssi (3.30) est satisfait. Si T' = +00, on a e "V (y,.(7)) — 0 puisque V est
bornée, d’ou la méme conclusion. [ |

Remarque 3.15 Le résultat précédent a plusieurs extensions utiles, par exemple au cas
ou la fonction valeur V' est seulement dérivable en tout y, .(s), s €]0,T], sauf peut-étre
en un nombre fini d’entre eux.

Le théoreme précédent donne le moyen de vérifier si une commande fonction du temps
est optimale. Voyons maintenant le résultat principal de la section, qui montre comment
construire la commande optimale en fonction de l’état (forme feedback):

Théoréme 3.16 Supposons (i) la fonction valeur continiment différentiable sur IR™\ C,
de dérivée localement lipschitzienne, et continue en tout point de C, (ii) le minimum dans
la définition du hamiltonien (3.17) atteint en un point unique Y (x,p), la fonction Y étant
localement lipschitzienne.

Alors la commande ci-dessous, sous forme feedback, est optimale :

u(z) = Y(z,DV(x)). (3.33)

Démonstration. L’équation différentielle

Yrau(t) = f Wo,u (), T (Yo (), DV (Y2u(t)))) (3.34)
a un second membre borné et localement lipschitzien, donc a une solution unique; ’opti-
malité de la commande découle du théoreme 3.14. [

Exemple 3.17 reprenons le probleme de 'exemple 3.12. Ona V(z) = 1—e 1l et V/(z) =
—e"six <0, V'(z) =e *six > 0. La commande réalisant le maximum dans la définition
du hamiltonien est donc u(z) = 1 si < 0, u(z) = —1 si + > 0. Chacun des deux
théoremes précédents peut étre appliqué a ce probleme.

Remarque 3.18 La vérification de 'hypothese (ii) du théoréme 3.16 se ramene a une
analyse de stabilité de la solution d’un probleme d’optimisation en dimension finie, voir
[10, Section 4.4.1]. En pratique cette hypothese se vérifie dans le cas (assez restrictif)
ou U est convexe fermé, f est affine par rapport a la commande, et ¢ est uniformément
fortement convexe par rapport a la commande, pour tout x.
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Remarque 3.19 La fonction valeur n’est en général pas contintiment différentiable, mé-
me sous les hypotheses fortes de la remarque 3.18. Les théoremes 3.14 et 3.16 ne peuvent
donc étre appliqués que dans un nombre limité de cas.

On retiendra néanmoins la regle heuristique suivante. Soit z € IR™\ C. Alors un “candidat
sérieux”, pour eétre commande optimale en z, est 'argument de la minimisation dans la
définition du hamiltonien, évaluant celui-ci en (z,DV (z)).

3.4 Solution de viscosité

Cett section présente une notion permettant de donner un sens a ’équation (3.22),
dite HJB:

{(i) M(z) = H(x,Du(z)), =€ R"\C, (3.35)

(ii)) wv(z) = 0, xz e C,

avec (' partie fermée de IR", méme quand la solution n’est pas différentiable. On pourra
passer les preuves en premiere lecture. Nous limiterons 1’étude aux solutions continues sur
IR™. Le probleme principal est de donner un sens a (3.35)(i), de maniere a ce que la valeur
soit 1'unique solution de (3.35).

3.4.1 Notion de solutions de viscosité

Notons dans la suite
Q:=R"\C. (3.36)
On peut définir une notion de solution généralisée de (3.35) grace a l'observation

suivante.

Lemme 3.20 Soit ® une fonction différentiable en x € 2, telle que V —® a un mazimum
(resp. minimum) local en z. Alors

AV (r) — H(x,D®(xz)) <0 (resp. >0). (3.37)

Démonstration. Il suffit de donner la démonstration dans le cas ou V — ® a un
maximum local en z. Alors, pour tout 2’ dans un voisinage N de x, on a

V(a') = V(x) < d(a') — P(x). (3.38)

Pour 7 assez petit, puisque f est bornée, y,.(7) € N, quelle que soit la commande
appliquée. Combinant (3.38) et le lemme 3.7, il vient

TAV (z) < inf {/OT Uzu(t))dt + (ypu(T)) — @(x)} + o(T7). (3.39)

uel

On procede alors comme dans la démonstration du lemme 3.9, en adaptant (3.19), (3.20)
et (3.21) (changements d’égalités en inégalités, remplacement de V' par ®). |

Formalisons ce qui précede en introduisant un vocabulaire adapté.



182 CHAPITRE 3. COMMANDE OPTIMALE: L’APPROCHE HJB

Définition 3.21 Une fonction v : IR" — IR est dite sous solution (resp. sur solution)
au sens de viscosité de (3.35)(i) si, pour tout zy € Q, et ® : IR" — IR de classe C, telle
que xg est point de maximum (resp. minimum) local de v — @, alors

Av(zg) — H(zo,DP(x0)) <0 (resp. > 0). (3.40)

On dit que v est solution au sens de viscosité de (3.35)(i) si elle est a la fois sur et sous
solution au sens de viscosité.

Théoréme 3.22 La fonction valeur V' est solution au sens de viscosité de (3.35)(i).

Le théoreme est conséquence immédiate du lemme 3.20. Ce dernier est apparemment
plus fort, car il suppose seulement la fonction ® dérivable en x. Nous allons voir que les
deux énoncés sont équivalents, en introduisant un concept important.

Définition 3.23 Soit v une fonction IR" — IR. On dit que p € IR™ est une sous dérivée,
ou sous gradient (resp. sur dérivée, ou sur gradient) de v en x, si

v(@') —v(@) —p' (&' —2) = o(lla" —z))  (resp. < o(]|2" — x]])). (3.41)

On notera D~ v(x) (resp. DT v(z)) Pensemble des sous gradients (resp. sur gradients) de
ven x.

Exemple 3.24 La fonction valeur absolue v : IR — IR, v(z) := |z|, est telle que
D~v(0) = [-1,1] et DT v (0) = 0.

Remarque 3.25 (i) Si v est dérivable en un point z, alors
D v(x) = D w(x) = {Dv(z)}. (3.42)

(ii) Si en un point z on a D~ v(x) # () et DTv(x) # (), alors v est dérivable en = et (3.42)
est satisfait.

Soit p un sur gradient de v en . Posons
D (a') = max(v(a) o(x) + pT (2 - 7).

Alors v — ® atteint un maximum local en x et, par définition du sur gradient, la fonction
® a pour dérivée p en x. Réciproquement, si une fonction ® dérivable en x est telle que
v — ® atteint un maximum local en z, il est clair que D®(x) est un sur gradient de v en
x. Nous avons montré que

Dtu(x) = {p; 30 : R" — IR; p = D®(x); v — ® a un maximum local en x}.

On peut montrer (voir par exemple Barles [5, Section 2.2]) que D*v(z) est aussi 'ensemble
des gradients de fonctions contintiment dérivables, telles que v — ® atteint un maximum
local en x. Bien entendu on a un résultat similaire pour les sous gradients. Les conditions
du lemme 3.20 et du théoreme 3.22 coincident donc. Ceci implique le résultat suivant :
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Lemme 3.26 Soit x € Q et v: IR" — IR. Les énoncés suivants sont équivalents :

(i) On a \v(z) < H(z,D®(x)), pour toute fonction © dérivable en x telle que v— P atteint
un mazimum local en x.

(ii) On a Mv(z) < H(xz,DP(x)), pour toute fonction ® continiment dérivable telle que
v — @ atteint un mazimum local en x.

(ii) On a Av(x) < H(x,p), pour tout p € DT v(x).

Nous laissons le lecteur énoncer le résultat correspondant concernant les sous gradients.

Remarque 3.27 (i) Soit v une sous solution de 3.37(i) au sens de viscosité, et z € €
tel que v soit dérivable en x. Combinant le lemme précédent et la remarque 3.25, il vient
M (z) < H(z,Dv(x)). De méme pour les sur solutions.

(ii) Soit v dérivable sur 2. Combinant le point (i) et le lemme précédent, on voit que v est
sous solution de 3.37(i) au sens classique ssi elle est sous solution de viscosité. De méme
pour les sur solutions.

3.4.2 Théoreme de comparaison

Nous avons noté que la fonction valeur V' n’est pas toujours continue. Dans tous les
cas, cette solution est solution de I’équation HJB au sens de viscosité.

Le résultat principal de cette section (théoreme 3.31) implique, si la cible C' est vide,
'unicité (autrement dit, I'existence d’au plus une) d’une solution hélderienne et bornée
de I'équation HJB. Si V' est holderienne, on obtient donc l'existence et 1'unicité de la
solution, dans la classe des fonctions holderiennes et bornées.

Pour I'étude de convergence des schémas numériques, nous avons besoin d’un résultat
un peu plus fort que I'unicité: des résultats de comparaison entre les sous-solutions semi
continues supérieurement (s.c.s.) et les sur solutions semi continues inférieurement (s.c.i.).

Définition 3.28 On dit que la fonction v : IR™ — IR est semi continue supérieurement
(s.c.s.) (resp. semi continu inférieurement (s.c.i.)) si pour tout z € IR" on a

v(z) > limsupv(z'), (resp. v(z) <lim infv(:c’)) .

/
x! x xr'—T

Remarque 3.29 On peut exprimer les propriétés précédentes a 'aide de suites conver-
gentes vers x. Ainsi, la fonction v : IR" — IR est s.c.s. ssi, pour toute suite z; conver-
geant vers z, on a v(x) > limsup,v(xg); ou encore, si pour tout point d’adhérence
v* € RU {£oc} de v(z"), on a v(z) > v*. De méme pour la semi continuité inférieure.

Définition 3.30 On appelle principe d’unicité fort pour I’équation (3.35) tout résultat
du type suivant : Soient v (resp. w) une sous solution (resp. sur solution) de (3.35) (assorti
éventuellement de conditions de régularité sur v et w satisfaites par la fonction valeur).
Alors supv < inf w.

Compte tenu de la difficulté de ce type de résultat, nous limiterons I'analyse au cas
C = (. Pour l'extension aux problémes avec temps d’arrét, il est utile de considérer une
équation aux dérivées partielles générale du premier ordre, notée

H(x,v(z),Dv(z)) =0, pour tout = € IR". (3.43)
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On suppose que le “hamiltonien abstrait” H vérifie les relations

[H(z,vp) —H(zop)| < allp = pll; (3.44)
H(z' vp) —H(zwp)| < clla’ =1+ ][p]): (3.45)
H(z,v'p) — H(zw,p) > c3(v' —v), (3.46)

avec cg > 0. Dans le cas de I’équation HJB on a

H(z,v,p) = \v — irelg{f(:p,u) +p- f(zu)}, (3.47)

et si la dynamique est bornée, on vérifie (3.44)-(3.46), avec
cr =sup{[|f(zw)|; (z,u) € AxU}; cy:=Le+ Lg; c3:= A\ (3.48)

Une fonction v : IR® — IR est dite sous solution (resp. sur solution) au sens de
viscosité de (3.43) si, pour tout ® : R" — IR de classe C1, telle que zg est point de
maximum (resp. minimum) local de v — ®, on a

H(xg,0(70),DP(z9)) <0 (resp. > 0). (3.49)

On dit que v est solution au sens de viscosité de (3.43) si elle est a la fois sur et sous
solution au sens de viscosité.

Théoréme 3.31 (Principe d’unicité fort) Sous les hypothéses (3.44)-(3.46), si v est
une sous solution s.c.s. bornée supérieurement de (3.43), et w est une sur solution s.c.i.
bornée inférieurement de (3.43), une de ces deux fonction étant hélderienne, alors v(z) <
w(x), pour tout x € IR™.

Corollaire 3.32 Si la dynamique est bornée et C = 0, la fonction valeur V(x) du pro-
bléeme (P,) est l'unique solution de viscosité continue et bornée sur IR" de l’équation HJB

(3.35).

Démonstration. Le lemme 3.13 dit que la fonction valeur V(z) est hélderienne et
bornée. D’apres le théoreme 3.22, V' (z) est solution de viscosité dans IR"™ de (3.35)(i). Soit
v une autre solution de viscosité continue et bornée. Le théoreme 3.31 implique v < V' et

V<wv,dounv=V. [ |

Il reste a démontrer le théoreme 3.31. La démonstration est quelque peu technique
et le lecteur intéressé principalement par les méthodes numériques peut la sauter en
premiére lecture. Donnons cependant un résultat de comparaison élémentaire (mais sous
des hypotheses trop fortes) qui donnera une idée du principe de la démonstration.

Proposition 3.33 On suppose que C' = (). Soient v et w une sous et sur solution de
(3.49) respectivement. Supposons le maximum de v — w atteint en un point o o v et w
sont différentiables. Alors v(x) < w(z), pour tout x € IR™.

Démonstration. Puisque v—w atteint son maximum en xy, on a Dv(xg) = Dw(zy).
Or v est sous solution, et w est sous solution. Par une remarque analogue a 3.27(i), il vient

H(xg,v(x0),Dv(10)) < 0 < H(xg,w(20),Dv(10)) (3.50)
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et on conclut avec (3.46). |

Démonstration. (Démonstration du théoréme 3.31). Supposons v holderienne,
I’autre cas se traitant d’'une maniere similaire. L’idée essentielle de la démonstration est
le dédoublement des variables: Pour tout € > 0, posons

o(z,y) =v(z) —w(y) — 2e7?||lz — y||>, pour tout (z,y) € R" x IR". (3.51)

Le role du dernier terme est d’obtenir des points x et y proches quand on considere des
solutions approchées du probleme de maximisation de (.
Soit 0 €]0,1[. On a
sup ¢ < supv — inf w < 400, (3.52)

donc il existe (z1,y;) in IR*" tel que

¢(x1,51) > supp — 0. (3.53)

Il existe aussi une fonction &, de classe C'™ a support compact, telle que

T,y
Posons
V(zyy) = o(z,y) +0&(wyy), pour tout (x,y) € IR*™. (3.55)
Si (z,y) n’est pas dans le support de £, on a
Y(z,y) = p(zy) < sup e < P(z1,y1). (3.56)

Une suite maximisante pour v est donc, a partir d’un certain rang, incluse dans le support
de £ qui est compact; or ¥ est s.c.s., donc atteint son maximum en un point (z,,y,).
Autrement dit,

U(@oyo) = U(wyy)  pour tout (z,y) € R (3.57)

En particulier, la fonction 2 — v(x) — 2e72||z — yo||* + 6&(z,y0) atteint un maximum
local en xy. Par définition d’une sous solution de viscosité, on a donc

ﬁ($0,v($0),€_2(l’o - ya) - 5Dw§(l‘0>yo)) S 0. (358)

De méme, y — w(y) + 3¢ 2||zo — y||* — 6¢(x0,y) atteint un minimum local en z, donc
par définition d’une sur solution de viscosité, on a

H(yo,w(yo),e (2o — Yo) + 0D, E(20,y0)) > 0. (3.59)
Utilisant (3.54) et (3.58)-(3.59), il vient
H(zo,v(z0),e 2(20 — 40)) < dc1; H(yo,w(yo),e (w0 — o)) > —dcy. (3.60)

Soustrayant ces relations, nous obtenons avec (3.45) et (3.46),

cs(v(o) — w(yo)) <H(wo,v(x0),e (%0 — ¥o)) — H(zo,w(yo),e (%0 — ¥o))
(y07 ( ) ( To — yo)) - H(x07w(y0>7€_2(x0 - yo)) + 2561
2 2T — Yol* + c2l|To — Yol + 20¢;.

IAIA |/\
9 o

(3.61)
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Estimons maintenant les membres de cette inégalité. On a, avec (3.57),

sup ¢ — 6 < P(20,y0) = v(x0) — w(Yo) — 2e72||T6 — yol%, (3.62)

et donc
1e7%||lzo — Yo* < supv — infw + 6 — sup . (3.63)

Ceci implique ||z, —y,|| — 0 quand € | 0. Notons ¢, la constante de Hélder de v. Prenant
€ assez petit, comme v est holderienne, il vient v(zg) — v(yo) < ¢ ||xo — yo||”. Choisissant
x =y = yo dans (3.57), il vient apres simplification et usage de (3.54),

s xo —yol? < (@) — v(yo) + 6(E(0,y0) — E(Yo,Y0)) (3.64)
< allmo — ol + dlzo — wol-

On peut sans perte de généralité supposer 7 dans ]0,1], et donc
collzo = yol|” + dllwo — yoll < 5K |wo — ol (3.65)

pour une certaine constante K indépendante de € et §. Avec (3.64), nous obtenons e 2 ||x,—

Yol < K|y — yol|” s0it ||z, — 0| < Ke7 7. Combinant avec (3.61), il vient
A(v(zo) — w(yo)) < e K'e75 + 26¢y (3.66)
pour un certain K’ indépendant de ¢ et §. Or
sup(v — w) < sup ¢ < p(xo,y0) + § < v(xg) — w(yo) + 0. (3.67)

2
I vient donc sup(v — w) < O(e37 + §). Faisant tendre ¢ et & vers 0, nous obtenons la
conclusion. |

Remarque 3.34 La preuve ci-dessus a l'intérét d’étre tres proche de celle de I'estimation
d’erreur du schéma de discrétisation : voir la section 4.3.2.

3.5 Temps d’arrét et commande impulsionnelle

Les résultats principaux de cette section concernent les problemes de commande im-
pulsionnelle. Afin de préparer les outils nécessaires a leur étude, nous étudions d’abord
les problemes avec décision d’arréet, qui ont leur propre intérét.

3.5.1 Problemes avec temps d’arrét

Nous considérons un probleme de commande optimale dans lequel on peut s’arréter a
tout instant en payant un cout ¢ actualisé:

;

Min V(x,u,0) ::/0 (Y () u(t))e Mt 4+ e o (yau(0))

yz,u(t) = f(ym,u(t)au(t))> le [07‘9[7 yz,u(o) =T

| u(t) € Up.p.te00]
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avec 6 > 0 et ¢ fonction bornée et lipschitzienne.
On note a A b := min(a,b), et xs vaut 1 si s est vrai, et 0 sinon.
La démonstration du théoreme ci-dessous ne présente pas de difficulté.

Théoréme 3.35 (Principe de Programmation Dynamique)
La fonction valeur V(x) satisfait, pour tout T >0 :

V(z) = inf
TAG o —At —Ar - Y - (3.68)
(5 a8 (8 e + eV (1 (7)) + X200 p(000(07)))

ot le minimum s’entend sous les contraintes u(t) € U, p.p. t € [0,7], et 6 > 0.

L’équation HJB de ce probleme est dite inéquation variationnelle, par analogie avec
les problemes de contact en mécanique :

max[Av — H(xz,Dv),v — p(z)] =0, pour tout z € IR". (3.69)

Théoréme 3.36 La fonction valeur V' est solution au sens de viscosité de (3.69), au sens
ot, pour tout x € IR" :

max[AV(z) — H(z,p),V(z) — p(z)] <0 (resp. > 0), (3.70)
pour tout p € DTv(x) (resp. p € D™ v(x)).

Démonstration. Il est clair que V(x) < ¢(z) pour tout z, puisqu'une impulsion &
I'instant initial est possible. Distinguons deux cas.
a) Si V(z) < p(z), puisque V et ¢ sont continues, il existe € > 0 tel que V(2') +¢ < ('),
pour tout 2’ appartenant a un voisinage N de x. Puisque f est bornée, on déduit que pour
T assez petit, toute stratégie optimale a € pres ne comporte pas d’impulsion pour ¢ € [0,7].
Le principe de programmation dynamique (3.6) est donc valable pour 7 assez petit. La
démonstration du lemme 3.20 s’applique donc; elle montre que (3.37) est satisfaite en x
si V' — @ a un maximum (resp. minimum) local en z. On en déduit (3.70) en combinant
avec le lemme 3.26.
b) V(z) = ¢(z), le second cas de (3.70) est trivialement satisfait. Reste & montrer que
si p € DVo(z), alors AV (z) — H(x,p) < 0. Puisque les stratégies sans impulsions sont
possibles, on a

V(z) < inf {/OT C(Yo(t),u(t))eMdt + V(yLu(T))e)‘T} ) (3.71)

ueU

I1 suffit alors de reprendre les calculs des lemmes 3.7 et 3.20, en tenant compte de I'inégalité
dans (3.71), pour vérifier que (3.37) est satisfaite, si ® une fonction différentiable en x,

telle que V' — ® a un maximum (resp. minimum) local en z. On conclut avec le lemme
3.26. -

Théoréme 3.37 (Unicité forte) Soient v une sous solution s.c.s. de (3.69) bornée su-
périeurement, w une sur solution s.c.i. de (3.69) bornée inférieurement. Si une de ces
deuz fonctions est holderienne, alors v(x) < w(x), pour tout x € IR™.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoreme 3.31; la vérification des hypotheses
(3.44)-(3.46) se fait sans difficultés. [
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3.5.2 Commande impulsionnelle

Dans de nombreux problemes de commande optimale, on a la possibilité de faire
changer 'état de maniere discontinue, en payant un prix associé. Un exemple typique
est celui de la gestion de stock, dans lequel une commande a un cout fixe (déplacement
du camion) et un cotlt proportionnel a la quantité livrée (n’excédant pas la capacité du
camion). La modification de I’état peut ne s’effectuer qu’apres un certain délai (temps de
livraison).

Nous allons nous limiter ici a la discussion de problemes de commande optimale im-
pusionnelle sans délai. La dynamique du systeme est régie par les relations suivantes:

y'%u(t) = f(yx,u(t)au(t))a t E]‘giaei-i-l[’
You(07) = Yeul07)+&,  i=1,...,N, (3.72)
Y:(0) = .

La dynamique f : IR" x IR™ — IR™ est supposée lipschitzienne et bornée, ainsi que
I’ensemble des commandes U C IR™, supposé compact, et le coefficient d’actualisation
A > 0. On convient de noter Ly la constante de Lipschitz de f, et de méme pour les autres
fonctions. La suite {6;}, i = 1,...,N, de temps d’arrét positifs, est finie (on pose alors
Oni1 = +00) ou non (on a alors N = +00), croissante et sans points d’accumulation,
et 0y = 0. Les impulsions &; appartiennent a = C IR". Les suites 0 et £ font partie
de la commande. Ainsi [’état y, . (t) appartient a IR" et la commande, ou controle, u(t)
appartient a IR™. Le critere a minimiser se décompose en une intégrale dun cott distribué
et une somme de cotts de transition:

V(zu,0,f) = /000 C(Yo (1), u(t))eMdt + Z(Co +c(&))e M (3.73)

Le cout distribué ¢ : IR™ x IR™ — IR est supposé lipschitzien et borné. Le cout de
transition est ¢y + ¢(&;). La constante ¢y > 0 représente un cout fixe, et la fonction
continue ¢ : IR™ — IR, est telle que ¢(0) =0 et

c(§1+ &) < (&) + (&), VL& € R (3.74)

La stricte positivité de ¢y donne une borne sur le nombre d’impulsions d'une stratégie
sous optimale sur un intervalle de temps fini, et la relation précédente implique qu’il n’est
pas restrictif d’imposer que les instants 6; soient tous différents. Le probleme a résoudre
est

(P,) (Mgirgl)V(:c,u,H,é) soumis a (3.72); wu(t) € U, p.p.t € [0, + o0l

La waleur de ce probleme (infimum du critere sur les commandes admissibles) est notée
V(z).
Nous allons dans un premier temps établir un résultat de régularité de la fonction va-
leur ainsi que le principe de programmation dynamique pour un probléeme sans impulsion.
Rappelons la notation V(z,u,0,£) du cout associé a une commande (voir (3.73)).

Proposition 3.38 La fonction V' appartient a BUC(IR").
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Démonstration. a) Montrons que V' est bornée. Soit la commande constante u(t) =
ug, ol ug € U, sans impulsion. Alors

Viz) < / () t0)e Mt < Ao
0

D’autre part, puisque le cout de transition est positif, on a pour tout commande (u,0,£)
Vi) 2 [ maltia®)e ez X7
0

et donc [|[V]eo < A7 H{| o
b) Montrons que V' est uniformément continue. On a

V(l‘l) - V(.’L’) < sup {V(xlauﬂaé) - V(:L“,u,&,é)} )
(u,0,8)

donc apres simplification des cotits de transition,
Vi) = V(a) < sup { [T 0.) - a0 o)V}
(u,0,8) 0

Soient y,s et y., deux trajectoires associées a la méme commande (u,6,§). Comme dans
le cas sans impulsion, on a |y, — Yz..| < |2/ — 2], olt A est défini par (3.27). On peut
alors finir la démonstration de maniere analogue a celle du lemme 3.13. |

Théoréme 3.39 (Principe de Programmation Dynamique)
La fonction valeur V(x) satisfait, pour tout T >0 :

V(z) = inf) (/OT (Y (t),u(t))dt + Z(Co + c(&))e™ M + e_)‘TV(yLu(T_))) . (3.75)

(u76=§
ot le minimum s’entend sous les contrainte u(t) € U, p.p. t € [0,7], les 0; sont strictement

croissants, et O < T.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle du théoreme 3.3. |

Définissons 1'opérateur qui & une fonction w(-) associe la valeur optimale apres impul-
sion, noté

Mw(z) = giégn{w(x—f-g) +co+¢c(§)}- (3.76)

Lemme 3.40 L’opérateur M est non expansif' pour la norme du maz, et c’est une ap-
plication de BUC(IR"™) vers lui méme.

Démonstration. Soient w et w’ dans Lo, ([R"). Puisque ¢(-) > 0 et ¢(0) =0, on a

co — [ wllee £ Mw(x) < cop+w(z) < co+ ||w] s

1. C’est a dire lipschitzien de constante 1.
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De l'inégalité

Muw' — Mw < 551%) {w'(x+&) —wx+&}=|vw —w|w,
e n

il résulte que M est non expansif pour la norme du max. En particulier, soit w €
BUC(R"™). Quand y — 0 dans IR", la fonction translatée wy(x) = w(xz + y) tend
uniformément vers w, donc Mw, — Mw — 0 uniformément. Or

Muy(x) i= inf {w(a+y+8) +co+c§)} = Mula+y) = (Muw),(x),

donc (Mw), — Mw tend uniformément vers 0. Ceci signifie que Mw est uniformément
continue, d’ou le lemme. [ |

Théoreme 3.41 La fonction valeur V' est solution au sens de viscosité de l’équation
max[A\V (z) — H(x,DV(x)),V(z) — MV (x)] =0, (3.77)
au sens ou
max[A\V (x) — H(z,p),V(z) — MV (2)] <0 (resp. > 0), (3.78)
pour tout p € DTv(x) (resp. p € D™ v(x)).

Démonstration. La démonstration se réduit a celle du théoreme 3.36, en identifiant
la décision d’impulsion a une décision d’arrét de cout p(z) := MV (z). [

Pour le résultat d’unicité on se reportera a Barles [5, Section 3.2.2].

3.6 Notes

La référence classique sur la programmation dynamique est R. Bellman [7]. Une
présentation simple, avec de nombreux exemples est donnée dans D. Bertsekas [8].

L’approche par solution de viscosité est diie a Crandall et Lions [15]. Barles [5] fournit
une introduction a ce sujet. Notons aussi 'ouvrage de Bardi et Capuzzo-Dolcetta [4].
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Chapitre 4

Résolution numérique de ’équation
HJB

Ce chapitre discute la résolution numérique du probleme (P,) du chapitre 3, en
discrétisant 1’équation HJB. Nous supposerons dans ce chapitre f et ¢ lipschitziennes
et bornées, A > 0, U compact non vide, et C' fermé (supposé vide dans certains énoncés).

Introduisons deux espaces de fonctions, 1’ensemble B(IR™) l’ensemble des fonctions
bornées IR" — IR"™, muni de la norme

[0][oo == sup [v(z)] (4.1)
xeIR™
qui en fait un espace de Banach, (a ne pas confondre avec L>*(IR"), I’espace des fonction
définies presque partout, essentiellement bornées) et I'espace

BUC(IR") := { Fonctions bornées, uniformément continues: IR" — IR} . (4.2)

On pose
ay = max(a,0); a_ :=min(a,0). (4.3)

4.1 Motivation: probleme continu

Le but de cette section est d’analyser une variante du principe de programmation dy-
namique qui se formule comme un opérateur de point fixe contractant, dit itération sur
les valeurs. L’algorithme convergent qui en découle n’est pas implémentable sur ordina-
teur, puisqu’il s’applique au probleme continu. Cependant, on obtiendra des algorithmes
effectifs apres discrétisation de I'espace d’état.

Rappelons Iexpression du principe de programmation dynamique (théoreme 3.3): si
x e R\ C, et T €)0,T(x)], alors

V(z) := inf {/OT E(yx,u(t),u(t))e_’\tdt + V(yx,u(T))e_’\T} ) (4.4)

uel

Nous allons voir une variante de cette formulation qui permet de définir un opérateur
dans tout I'espace. On note t; A to := min(ty,t2) et
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Théoréme 4.1 (Principe de Programmation Dynamique II) Pour tout x € IR" et
7>0, onaV(z)=MV(x), od

MTo(z) = inf) { /0 T E(ym,u(t)au(t))e_)\tdt+XT<TU(ym,u(T))6_)\T}a (4.5)

(u,T

Uinfimum portant sur les couples (u,T) admissibles.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle du théoreme 3.3. [ ]

Proposition 4.2 Pour tout 7 > 0, lopérateur M™ est monotone croissant de B(IR"™)

dans lui méme, et c’est une contraction de rapport e 7.

Démonstration. Sachant que ¢ est borné, et donc

/0 e u(t))e M| < A0 (4.6)

il est clair que M™ applique B(IR") dans lui-méme. La monotonie de M7 est immédiate.
Soient v et v’ deux fonctions de B(/R"). Par une majoration similaire & (1.26), il vient

[(T0)(z) = (Tw)(x)] < s e Xrer [V (Yau(T)) = 0(Yau(T))] < €70 = v,

d’ou la conclusion. [ ]

On déduit du résultat précédent I’ “algorithme” (en espace d’état continu) d’itérations
sur les valeurs ci-dessous.

Corollaire 4.3 On peut calculer V' par l’algorithme de point fixe suivant: fiver 7 > 0, et
former la suite Vi1 = MTVy, en partant de Vy € B(IR"™) quelconque. Cette suite vérifie

Vier = Voo < e Vi = Voo (4.7)

Nous allons maintenant formuler des schémas numériques de discrétisation de I’équation
HJB. Ces schémas se reformulent comme des points fixes d’opérateurs contractants qui
s'interpretent comme des discrétisations de I'opérateur M7.

4.2 Schémas décentrés et extensions

4.2.1 Dimension d’espace n =1

Nous allons chercher a discrétiser I’équation HJB en remplagant la dérivée en espace
par une différence finie. Soit Az > 0 le pas d’espace. On note z; := jAz. L’espace discret
est {x;,7 € Z} = AzZ.

On pose Q := IR"\ C, et on notera Cx, et Qa, les discrétisations des ensembles C' et
), respectivement; ces deux ensembles forment une partition de AxZ. Nous supposerons
que

Ca, converge vers C, au sens de la distance de Hausdorff. (4.8)
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on rappelle que, si C et C5 sont deux parties de IR", leur distance de Hausdorff est

dist(C1,C4) := max ( sup dist(cy,Cy), sup dist(cg,01)> : (4.9)

c1€Cy c2€C2
On désire approcher V(z;) par la quantité v;. Notons

’Uj — ’Uj,1

DdU' =3 7 J, Dng = s
Az

= DOy, — it — Vi1 (4.10)

T 2Ax
les différences divisées a droite, a gauche et centrées, respectivement. Laquelle faut-il
prendre pour discrétiser I’équation HIB?

L’idée essentielle est de s’appuyer sur le principe de programmation dynamique, qui
relie les valeurs de V' en z et en les points voisins dans la direction de f(z,u). Il convient
donc de décentrer a droite si f(x,u) est positive, et a gauche sinon®. On obtient ainsi le
schéma décentré

o , oy Vil Y , Uj-1 Y -
)\U] - ;25 {g(x]7u) _'_ f(x_]7u>+ A.I' + |f(x]7u>*| Al' } ) j € QAI7 (411)

Uj = O, j S CAQ;.

Exemple 4.4 Soit le probleme de transfert en temps minimal a 0, avec la dynamique
& = u, et la contrainte —1 < u < 1. Il est naturel de prendre Ch, = {0}. La fonction a
minimiser est linéaire par morceaux: elle atteint son minimum en 0, -1 ou 1. Le schéma
décentré s’écrit donc, pour j # 0,

. Vj—1 —Vj Vjp1 — U;
)\vj:1+m1n{0,]Ax ]’]A:L“ ]}, (4.12)
ou encore
(1 + )\Al’)’UJ = Ax + min {’Uj,l,Uj,UjJrl} s (413)

formule a partir de laquelle on peut expliciter la valeur de v; pour tout j € Z.

4.2.2 Forme de point fixe contractant

Nous allons réécrire le schéma (4.11) sous une forme de point fixe contractant, ce qui
permettra de vérifier qu’il a une solution unique. Cette réécriture fait apparaitre un pas
de temps At > 0 fictif.

Multipliant (4.11) par At > 0, ajoutant v; a chaque membre, et divisant par (1+AA?),
il vient

v; = (14 MAt)~"inf {Atf(xj,u) + (1 — %lf(xj,u)l) vj
xXr

uelU
At

At (4.14)
+A—x\f($jau)f|’0j71 + A—xf(xjau)JrUjJrl} .

1. Ce qui traduit le fait que la prise de décision optimale nécessite d’envisager les conséquences de ses
actes.
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Nous allons vérifier que, pour At assez petit, (4.14) est une équation de point fixe
monotone et contractant. Notons N(f) la norme infinie de f restreinte a IR™ x U,
N(f) := supsup |f(z )], (4.15)
M VIS

et considérons la condition de stabilité

2—;N(f) <1. (4.16)

Remarque 4.5 Si (4.16) est satisfait, la combinaison linéaire de v;_1, v;, et v;41 appa-
raissant dans (4.14) est tout simplement une formule d’interpolation linéaire de la valeur
de v au point x; + At f(z;,u). Ceci permet d’'interpréter (4.14) comme une discrétisation
du principe de programmation dynamique (4.5), le pas At correspondant a 7.

Proposition 4.6 (i) Le schéma (4.14) posséde une solution unique, telle que
9]l < ATH[]]oo- (4.17)
(ii) Si At vérifie la condition de stabilité (4.16), alors (4.14) est une équation de point
fixe contractant pour la norme uniforme
[0jlloc := sup{fvy], 7 € Z}, (4.18)
de rapport de contraction (1 + AAt)™L.

Démonstration. Soit N'2! 'opérateur de point fixe du membre de droite de (4.14).

Notons Ay
f(xj,u) = A—:L'f(xj’u)

qui représente une mise a I'échelle de la dynamique. Utilisant (1.26), et le fait que (4.16)
implique 1 — | f(z;,u)| > 0, il vient

(W3, = (WBt0);] < (14 A8 sup { (1= [ F(a;u))]o] — v

ueU

N N (4.19)
/ /
) Ny = vl + Flagu) 0] = vl }

Majorant |v; — v;|, pour i = j — 1,7,7 + 1, par ||[v/ — v||» on obtient

(WA); = (N3)] < (1+ AA) o' — vl (4.20)

d’ou (ii). L’existence et I'unicité sont conséquence directe de (ii). Enfin soit v la solution
de (4.14); utilisant (4.14), pour tout j € Z, il vient

0] < (L+AA) T [[[|oo + [[v]]o]
d’ot (4.17). u

Remarque 4.7 Rien n’empéche de considérer 'opérateur obtenu en prenant dans (4.14)
un pas de temps At; dépendant de I'indice d’espace; cela peut étre avantageux d’'un point
de vue numérique. La condition de stabilité devient

At;

—Lsup |f(zj,u)] <1, pour tout je€Z, (4.21)
Az uelU

et le rapport de contraction est (1 + Ninf; At;) "
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Remarque 4.8 (i) On appelle CFL (Courant-Friedrich-Levy) la quantité £LN(f). La
condition de stabilité (4.16) peut donc s’énoncer ainsi: le CFL ne doit pas dépasser 1.
(ii) La condition de stabilité assure que, pendant le pas de temps At, le systeme dynamique
varie au plus de Az. Autrement dit, I'information se propage au moins aussi vite dans le
schéma numérique que dans le probleme d’origine.

Remarque 4.9 Les expressions (4.14) permettent, si la condition de stabilité (4.16) est
satisfaite, d’'interpréter le schéma décentré comme le principe de programmation dyna-
mique pour le probleme de commande optimale d'une chaine de Markov : voir la remarque
5.19.

Remarque 4.10 Le coefficient de contraction, assurant la convergence de 1’algorithme,
est (1+AAt)~1. Compte-tenu de la condition de stabilité, on voit que la constante optimale,
obtenue pour CFL = 1, vaut (1+A Az N(f)~!)~!. La convergence devient donc trés lente
quand Az | 0.

D’autres algorithmes sont possibles, en particulier l'itération sur les politiques (voir la
section 5.1).

4.2.3 Dimension d’espace quelconque

Le schéma décentré monodimensionnel peut se généraliser de multiples manieres dans
le cas ou n > 1. Donnons seulement la plus naive.

Soient hq,...,h, les pas d’espace, strictement positifs. A 7 € Z"™, on associe le point
x; € IR™ de coordonnées j;h;. Notons ey, ... e, la base naturelle de IR". Le décentrage se
fait, pour chaque composante, suivant le signe de f;(z;,u); on obtient le schéma suivant :

: e; Vj—e;, — U5
)\Uj: irel(fj{ x]? +Z (fz x]a JJF Z _'_‘fz(x]a )* JTZ])}a
(4.22)

J € Qa;
V5 = 0, ’iECA.

Comme dans le cas monodimensionnel, il convient de multiplier (4.11) par un pas de
temps fictif qu’on notera hg, et d’ajouter v; a chaque membre, ce qui donne

v; = (1+ Ahg)™* ing {hof(%‘,u) + <1 - i h_?|fz(%au)|> v

=1 (4.23)
+Z fz l'], +/l)j+e7,+z |fl xj’ |Uj ez}'

Proposition 4.11 (i) Le schéma (4.22) posséde une solution unique, telle que

[v]loe < A7HIlloo- (4.24)
(ii) Si ho vérifie la condition de stabilité
- |fi(@,u)]

h sup sup ——— < 1, 4.25
0 Z z ueU hz ( )
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alors (4.23) est une équation de point fixe contractant pour la norme uniforme, de rapport
de contraction (1 + Aho) ™.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle de la proposition 4.6. H
Exemple 4.12 Soit le systeme dynamique & = u, avec U = [—1,1]". On a dans ce cas
sup, sup,cy | fi(z,u)] =1, pour i = 1,... n, et la condition de stabilité se réduit a

1 &1
= > _ 4.26
e 2 Z; P (4.26)

Autrement dit, le pas de temps maximal est dans ce cas la moyenne harmonique des pas
d’espace.

Remarque 4.13 Le schéma aux différences finies (4.22) fait intervenir le point j et les
2™ points voisins de la grille, obtenus en changeant une seule coordonnée de j de +1. Si
n = 2 on parle d'un schéma a 5 points.

Remarque 4.14 On peut étendre la remarque 4.5: le schéma, sous la forme (4.23), est
treés proche du principe de programmation dynamique (4.5). Sous la condition de stabilité
(4.25), les poids des vj, s'interpretent comme les coordonnées barycentriques du point
x; + Atf(zj,u).

Remarque 4.15 Si |f(z,u)| peut prendre des valeurs élevées, la condition de stabilité
oblige a prendre hg tres petit. Pour éviter cela, on peut adopter des schémas faisant
intervenir des points plus éloignés. Nous en donnons un exemple dans la section suivante.

4.2.4 Discrétisation par triangulation

Donnons maintenant un procédé de discrétisation spatiale qui constitue une alternative
intéressante aux méthodes de différences finies. Un simplexe de IR™ est un polyedre formé
par I'ensemble des combinaisons convexes de k+ 1 points (appelés sommets) non contenus
dans un hyperplan. Autrement dit, un simplexe est de la forme

k+1 k+1
{zam; 020 Ya- 1},
=1 i=1

ol 1, . ..,Tki1, sont des points de JR™ non contenus dans un hyperplan. On appelle face du
simplexe ’ensemble des combinaisons convexes de n des points; la frontiere du simplexe
est I'union de ses n + 1 faces.

Considérons une triangulation réguliere de IR"™ réalisée par une famille de simplexes
Sy, J € IN. Autrement dit, I'union de ces simplexes est égale a IR", et 'intersection de
deux simplexes est égale a une face de chacun des deux simplexes. On note S ’ensemble
des simplexes, et Ls I'espace des fonctions linéaires sur chaque simplexes. Les fonctions
de Ls sont déterminées par leur valeur aux sommets des simplexe. On a pour une telle

fonction v
k+1

v(x; + hof(xs,u)) = Z o (u)(z;), (4.27)
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ou les a;(u) sont les coefficients de la combinaison convexe représentant le point z; +
hof(x;,u) dans un des simplexes auquel il appartient (coefficients barycentriques), tels
que
2+ ho f(x,u) = Y07 aiu)a;;
0<o(u) <1 T o) = 1.

Le schéma associé a la triangulation est obtenu en écrivant une sorte de principe de
programmation dynamique discret aux sommets de la triangulation:

(4.28)

v; = 0, j € OS) .
ou {25 et Cs sont les ensembles de sommets considérés hors de et dans la cible.
On peut réécrire (4.29) sous la forme v = MSv, avec
M= (L+ Mho)Hinfuer {ho (xj,u) +v(; + hof (zj,u))} . j € Qs, (4.30)
M}S = 0, j S Cg. ’

L’opérateur M® est une contraction de rapport (1+ Ahg)~! pour la norme du max, ce qui
permet de vérifier que (4.29) a un point fixe unique uniformément borné par A=*||¢|| .

Remarque 4.16 Ce schéma permet de raffiner la discrétisation dans une région donnée,
ce qui n’est pas facile avec les différences finies. De plus il ne comporte pas de condition
restrictive sur le pas de temps fictif, de type CFL.

En revanche son implémentation est plus complexe; un point délicat est de reconnaitre
rapidement dans quel triangle se trouve le point x; + ho f(z;,u).

De plus, si un grand pas de temps permet une convergence rapide du point fixe, il
suppose aussi un tres grand nombre de triangles.

4.3 Convergence des schémas et essais numériques

Nous donnons deux résultats de convergence des schémas de différences finies. Celui
de la section 4.3.1 établit la convergence uniforme sur les compacts. Celui de la section
4.3.2 fournit une estimation d’erreur dans le cas ou la cible est vide.

On suppose dans ’ensemble de la section que la cible est vide. On sait alors que la
valeur est uniformément continue (lemme 3.13).

4.3.1 Un argument élémentaire de convergence

Notons V la fonction valeur, et v la solution obtenue pour un pas d’espace Ax. La
démonstration utilise de fagon essentielle les limites inférieure et supérieure

o(z) = liil sup U]-Am, vi= 11211? vjA’” . (4.31)
g;f& "Az|0

L’énoncé ci-dessous se limite au cas n = 1, mais la preuve s’étend facilement au schéma
aux différences finies pour n quelconque, ainsi qu’a la discrétisation par triangulation.
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Théoréme 4.17 (Convergence du schéma décentré) Si C =0, alors:

(i) Les fonctions v et v sont égales a la fonction valeur V' du probleme “standard” de
commande optimale en horizon infini (P,).

(ii) La convergence des valeurs discreétes est uniforme sur tout compact.

Démonstration. Nous savons que les solutions discretes sont uniformément bornées
par A7 !|/||«. Les fonctions @ et v sont donc bornées. Notons bien que ces fonctions sont
définies en chaque point, et non presque partout. De la définition de v et v, on déduit
aisément que v est semi continu supérieurement (s.c.s.), et v est semi continu inférieure-
ment (s.c.i.).

La définition de v et v implique v > wv. Il suffit alors de montrer que v est sous
solution, et que v est sur solution. En effet, d’apres le principe d’unicité forte, ceci implique
v <V < v, dou I'égalité de ces trois fonctions. La convergence des valeurs discretes
uniforme sur tout compact se vérifie alors facilement avec une preuve par ’absurde.

On se contentera de montrer que v est sous solution, le fait que v soit sur solution se
démontrant de maniere analogue.

Soit xy un point de maximum local de v — ®. 1l existe donc r > 0 tel que v — ® atteint
en o son maximum sur B(zq,r) (la boule fermée de centre zy et rayon r). Ajoutant
|z — x0]|? & ® si nécessaire, on peut supposer que

v(zo) = ®(x0) et v(x) < ®(x) si z# x9, v € Blag,r). (4.32)

Par définition de v(x), il existe des suites Azy | 0 et ji € Z telles que

. — . A{L‘k
JrAz, — x9 et v(xg) = lim vj,

Soit 1 € Z tel que

’U]-A,mk — O(zy) < ’Uim’“ — O(ixAxy), j' #Jj; xy € B(wor). (4.33)

7

Extrayant si nécessaire une sous suite, on peut supposer que i,Axr — T, et nécessai-
rement |z — xo| < r. Par définition de v, on a:

0(xg) — D(xg) = lilgnvjAkm’“ — O(jrAx) < limksup 'UiAkm’“ — O(iAz) < 0(z) — P(x). (4.34)
Ceci, joint & (4.32), montre que T = x( et aussi v(xg) = limy viAk‘T’“. Combinant (4.11) et
(4.33), il vient

Ax
O((ir, — 1)Az) — P(ipAx) } '

)\fufkmk < inf {f(xik,u) + f@g,,u) +

uelU

+|f(xik’u)_| Az
Puisque i, Az — T = x(, passant a la limite quand Az | 0, on obtient :
AO(z0) + H(z0,DP(20)) <0, (4.35)

ce qui prouve que v est sous solution. |
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4.3.2 Estimation d’erreur

Dans cette section on suppose que la cible est vide, et on donne une estimation de
erreur de discrétisation. On note par v" la fonction telle que v"(z;) = v; ou {v;;j €
Z™} est la solution du schéma avec les pas hy,...,h,. On remarquera le lien entre la
démonstration ci-dessous et celle du théoréme 3.312.

Théoréme 4.18 Soit v €]0,1] une constante de Holder de V. Alors il existe C' > 0 tel
que, pour tout (hy,....h,) € (IRL)", on a

v/2
sup |V (z) —v"(z)| < C (max hi) . (4.36)
zC€IR" 1<i<n
Démonstration. Soit 0 < e < 1; posons
Bo(x) = —e?|z|?, =€ R" (4.37)

ainsi que

play) = 0"(x) = V(y) + B(x —y), (zy) € Ry x "
Soit § € (0,1), et notons IR} = {(j1h1, - .. ,jnhn);J € Z"}.. Puisque V et v sont bornées,
il existe (x1,y1) dans IR} x IR"™ tel que

o(z1,y1) > sup @ — 9. (4.38)
Soit £ € C5°(IR?™) tel que
flry) =1,  0<E<1, |[DE<1, (4.39)
et posons
b(xy) = p(ry) +08(zy), (vy) € IRy x R". (4.40)

Alors 1) atteint son maximum sur IR} X IR™ en un point (z,,y,) du support de £. Autrement
dit,

U(xoyo) = ¥(x,y), pour tout (z,y) € Ry x IR". (4.41)
En particulier, y — —(x,,y) atteint son minimum en y,. Par définition d’une solution
de viscosité, il existe u* € U tel que

AV (Yo) + [ (Yo,u"). (DB:(20 — Yo) — 0Dy (%0,Yo)) — €(yo,u™) = 0. (4.42)
Puisque z, appartient a IR}, il existe j € Z" tel que z, = x;. On a avec (4.22)
“ ’U e; — Uj Vj — Uj_e,
A < oy +Z(fz ) A | B )

Utilisant (4.41) avec x = x¢ &+ h;e; et y = y,, nous obtenons

Vjte, =V < Be(mo — yo) + 0&(20,y0)
—Be(wo £ hie; — yo) — 6§ (20 £ hies,yo)
< —ﬁ;(l'() — yo)(ﬂ:hzez) + 6_2h? —|— 5hz

2. La démonstration du théoreme étant technique, on pourra ’admettre en premiere lecture.
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Multiplions cette inégalité (dans laquelle £ = —) par f;(z;,u*)+/h;; et (avec £ = +)) par
| fi(xj,u*)_|/hi; ajoutons ces inégalités a (4.43); il vient

N0y < Eagaut) = BLwo — yo) flapau) + e 20(maxh) + O0).  (4.44)
Soustrayant (4.42) de l'inégalité précédente, nous obtenons

Ao = V(o) < (Uaou’) = o))
00— o) (Fo.r”) — o))+ 20(maxhy) +O(5).

Combinant avec les relations

U(zo,u”) — Lyo,u”) = O(|zo — yol), (4.45)
f(zou®) = f(you™) = O(|$0 - yo|), (4.46)

et prenant 6 = O(h), il vient

|0 — yo? | nax; h;

v(20) = V(o) < C |20 — ol + = = (4.47)
De ab < 1(a® + b*) on déduit que
‘x_ |_ |l'o_yo|<l(2+|xo_yo|2)
o Yo| = € — > 5\€ -2 .
Avec (4.47), nous obtenons
h -V <C 2 ‘xo_y0|2 maXihi 4.4
v"(x,) (yo) < C e+ = + = (4.48)
Or | 2
Lo — Yo
sup — 0 < v(xg) — w(yo) — —Q
donc

|x0 _y0|2

5 <supwv — inf w — sup ¢
€

ce qui prouve que |zg — yo| — 0. Prenant x = y = o dans (4.41), et utilisant le fait que
V' est holderienne de constante v, il vient

1
510~ wol? < V(o) = Vi) + 8l — wol < Ko — el
pour un certain K indépendant de € et h. De la

|xo - yo‘ S KE%, (449)

Donc, avec (4.48),
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Prenant ¢ = (max; hi)(2—7)/4’ on obtient
h /2
v (xo) = V(yo) < K (max hi> . (4.50)
Prenant 6 = O(max; h;), il vient
N " /2
sup(v" — V) <supp < v"(zg) — V(yo) + O(maxh;) < O (max hi> (4.51)

d’ou l'inégalité recherchée.
L’inégalité inverse se prouve de maniere similaire, en maximisant la fonction

play) =V(y) —v"(@) +B(x—y), (vy) € Ry x R".

Pour § € (0,1), on a encore l'existence de (z1,y;) dans IR} x IR™ satisfaisant (4.38).
Définissant & et 1) par (4.39) et (4.40) on obtient (4.41). Puisque z, appartient a IR}, il
existe j € Z" tel que z, = x;. On poursuit de la méme maniere en faisant intervenir la
commande u* € U réalisant le minimum dans Iexpression (4.22) du schéma. |

Remarque 4.19 Si \ est assez grand, une variante de la démonstration du lemme 3.13
permet de montrer que V' est lipschitzien. Dans ce cas on a une estimation d’erreur sur

V de l'ordre de O(t/?).

Remarque 4.20 On trouvera la discussion d’autres schémas numériques dans I’annexe
du livre [4], due & M. Falcone.

4.3.3 Equation eikonale

0.920
0736
0582
0.368 —l
0184
0000
ot |
oss | -
o2 |

2

-0.736

-0.920 T T T T
-0920 -0.736 -0.552 -0.368  -0.184 0.000 0.184 0.368 0.552 0.736 0.920

Fi1c. 4.1 — Equation eikonale : erreur sur le temps minimal
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On considere le systeme dynamique suivant :
&= F(x)u, (4.52)

ou F': R" — IR, représente la vitesse du milieu. La commande u doit rester dans la
boule unité pour la norme euclidienne. Pour A = 0, I’équation HJB associée, dite équation
eikonale, est de la forme

{1—F<x>||Dv<x>|| =0 dans (4.53)

V(i) =0, zeC.

Dans I’exemple numérique, on a pris C' = {0}, et F(z) = 1 pour tout z, de sorte que le
temps de transfert est la distance euclidienne a 0.

Sur la figure 4.1, on a représenté les lignes de niveau de la différence entre solution
calculée et valeur exacte, en limitant le domaine a [0,0.1] x [0,0.1]. La grille est de taille
25 x 25, et on a effectué 100 itérations sur les valeurs avec A = 0. Comme on peut s’y
attendre, on observe que les erreurs sont plus importantes dans les coins, en raison de
I’accumulation d’erreurs inhérente a ’algorithme.

4.3.4 Probleme d’alunissage
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F1G. 4.2 — Probleme d’alunissage : isovaleurs du temps minimal

Nous reprenons le probleme d’alunissage discuté en section 1.2. Le probleme discret
est résolu sur le domaine (z,2) € [—1,1] x [=2,2]. On prend 80 points de discrétisation
pour z et on impose At = Ax. La condition de stabilité impose alors de prendre 320
points de discrétisation pour la vitesse. On fixe une condition aux limites artificielle égale
a 100 sur le bord.

Les isovaleurs du temps minimal sont représentées en figure 4.2. La figure ne reprend
que la partie centrale du domaine, pour éviter les effets dus au caractere borné du domaine.
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0.600

0.483 ;
0.365 ;
0.248 ;
0.130 ;
0.013 ;
-0.105 ;
-0.223 ;
-0.340 ;

-0458 —

o5 +—r—Fr—rF——F——— 71— 77— — 17—
0275 0215 0155 -0095 0035 0025 0085 0145 0205 0265 0325

Fi1G. 4.3 — Probléeme d’alunissage : lieu de changement de signe

La figure 4.3 représente le lieu de changement de signe de ’estimation numérique de
O0V/0%, qui en raison du théoreme 3.14 détermine la statégie de feedback. Elle se relie
bien aux isovaleurs de la figure 4.3. On la comparera a la figure 1.1 qui donne le lieu de
changement de signe de la commande optimale.

4.4 Notes

La démonstration de convergence du théoreme 4.17 reprend G. Barles and P. E. Sou-
ganidis [6]. L’estimation d’erreur du théoreme 4.18 suit Capuzzo-Dolcetta et Ishii [16].
Une estimation analogue, dans le cas parabolique, se trouve dans M. G. Crandall and
P.-L. Lions [14].
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Chapitre 5

Commande optimale stochastique

5.1 Chaines de Markov commandées

5.1.1 Quelques exemples

Un exemple classique de commande de chaines de Markov est la gestion de stock: les
achats des clients arrivent de maniere aléatoire, et la commande consiste a réapprovisionner,
avec paiement de pénalités pour tout achat non honoré. Autre exemple, la maintenance
d’un parc d’outils de production. L’état du systeme est I’ensemble des outils en état de
fonctionnement, et la commande consiste a effectuer les réparations des outils en panne.
Il s’agit au fond de conception de systémes fiables.

Enfin les problemes de commande optimale (déterministes ou stochastiques) en espace
continu (et temps continu ou discret) résolus en discrétisant I’équation HJB reviennent,
comme on le verra, a résoudre un probleme de commande d’une chaines de Markov. En
particulier, les problemes d’évaluation d’options financiere, d’identification de volatilité
implicite, et de gestion de portefeuille sont de cette nature.

5.1.2 Chaines de Markov et valeurs associées

Considérons un systeme dynamique dont 1’état peut prendre un nombre fini ou dénombrable
de valeurs, soit 1,...,m, avec m fini ou non. Il est utile de traiter le cas m = oo pour
discuter le probleme de discrétisation de systemes continus.

On note 2* la valeur de 1’état au temps k, ot1 k& € IN. On suppose connue la probabilité
Mi’j» de transition de ’état i au temps k, a ’état 7 au temps k + 1. Autrement dit, notant
P la loi de probabilité, on a

Pt = jla* = i) = M. (5.1)
On supposera cette loi markovienne, c’est a dire
Pt =jla* =ia" " =iy, 20 = ig) = M. (5.2)

Ceci signifie que si on connait la valeur de I'état au temps k, la connaissance des états
passés n’apporte rien pour la prédiction du futur.
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La “matrice” M* = {M};}, ot i et j varient de 1 & m, est le tableau (fini ou non) de
valeur MZE en ligne ¢ et Colonne 7. Tous ses éléments sont positifs ou nuls, et la somme
des éléments d'une ligne vaut 1. Une telle matrice est dite stochastique.

Sim = 0o, I'extension naturelle du calcul matriciel : produit de deux matrices, produit
d’une matrice avec un vecteur (vertical) a droite ou (horizontal) & gauche, et produit de
deux matrices, demande quelques précautions: il faut que les quantités en jeu soient som-
mables. Plus précisément, soient ¢! et >, respectivement, ’espace des suites sommables
et bornées, dont les éléments sont indicés de 1 a m, et représentés comme des vecteurs
horizontaux (pour ¢!) et verticaux (pour £*). Si x € ¢! et v € £*°, et si M est une matrice
stochastique, on peut définir leur produit M € ¢! et Mv € {* par

= i%‘sz; (Mwv); == Zm: M;v
i=1 j=1

On a en effet ||[zM]; < [|z]|1 et |[Mv|lee < ||v|loo- Si M et M? sont deux matrices
stochastiques, on peut définir leur produit M*M? par

(M'M?)y; = M M.
k=1

Il est facile de vérifier que le produit de deux matrices stochastiques est une matrice
stochastique. On interpretera

{péﬁl; pi>0, i=1,....m; sz:l}
=1

comme ’espace des probabilités pour I'état du systeme a un temps donné, et />° comme
un espace de valeurs. Cette derniere terminologie sera plus claire dans la suite.

Si I'état 2% du systeme & l'instant k& est connu, la loi de probabilité de x**! est la
ligne de M* d’indice z*. Si on dispose seulement d’une loi de probabilité pour z*, notée
pk = (ph, ... p%), et considérée comme un vecteur horizontal, alors la loi de probabilité

k+1

de "7 vérifie I"équation de Kolmogorov avant

pk+1 =P k+1|p ZpkMk _ p k (53)

d’ot1t on déduit par récurrence, si la probabilité initiale est p°,
P(zFp®) = p"MOM?T .. ME. (5.4)

Associons maintenant a ce processus la fonction coit {cF}, i = 1,...,m, k € IN.
On suppose que ¢* := {cf},_; . appartient & >, ce qui veut dire que les cofits sont
uniformément bornés en espace, et que c* est représenté comme un vecteur vertical. Soit
¢ une application {1,...,m} — £, appelée cott final. Définissons la fonction valeur du
probleme avec état initial ¢ et instant initial £ comme

=F (Z o+ @™y | 2t = z) : (5.5)
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Ici N > 0 est I'horizon, et IE représente |’espérance mathématique.

Proposition 5.1 Pour tout k =0, ... N, la fonction valeur V¥ est bien définie et appar-
tient a £°°. De plus, la suite {V*} est solution de l’équation de récurrence de Kolmogorov
arriere

E_ .k kY k+1 _ N
{V =cF+ MV Bk =0,...,N -1, (5.6)

VN = .

Démonstration. Si 2* a la valeur i, alors d’apres I'équation de Kolmogorov avant
m
kE_ k kv k1
Vii=¢ + E MV,
J=1

d’ou le résultat. [ ]

Considérons maintenant un probleme avec ¢ = ¢ € > et M* = M indépendants du
temps, horizon infini, et taux d’actualisation § €]0,1[. La valeur de ce probleme, c’est a

dire
Vi=IF <Z B ei|a® = z) , (5.7)

k=0
est bien définie et appartient a £°°. En raison de 1’équation de Kolmogorov avant, elle est

solution de I'équation
V =0(c+ MV). (5.8)

Comme M est lipschitzienne de constante 1, cette équation est celle d'un opérateut de
point fixe strictement contractant et a donc une solution unique.

5.1.3 Quelques lemmes

Commencons par le rappel du théoreme de point fixe de Banach-Picard.

Lemme 5.2 Soient X un espace de Banach et C' une partie fermée de X. Soit T un
opérateur contractant de C' vers lui méme. Autrement dit, il existe ¢ € [0,1] tel que, si
2eC,i=12 alorsTa' € C,i=12, et

| T2 — Tat| < ¢||z® — 2. (5.9)

Alors T' a un unique point fize x* € C' (c.a.d. I’équation Tx = x a pour solution unique
x*). De plus, quel que soit 2° € C, la suite {x*} telle que 2**' = Ta* converge vers x*, et

ot — 2] < Fla® — 27 (5.10)
Voici un autre lemme, qui sera utile a plusieurs reprises.

Lemme 5.3 Soit M une matrice stochastique, 3 €]0,1[, ¢ > 0 et w € £ tels que w <
el + fMw. Alors w < (1 — ) tel.

Démonstration. On a Mw < (supw)1 puisque M est une matrice stochastique, et
donc w < (¢ 4+ fsupw)1. En conséquence, supw < € + Fsupw, d’ou la conclusion. W
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5.1.4 Principe de Programmation dynamique

Considérons maintenant une chaine de Markov dont les probabilités de transition
M;;(u) dépendent d’une variable de commande u € U;, ot U; est un ensemble quelconque
dépendant de I'état ¢ (certains résultats supposeront U; métrique compact). Donnons nous
des cofits dépendant de u et de I’état, soit cF(u) : U; — IR, telle que

sup sup sup |c¥ (u)| < oo. (5.11)
ik

u 3

On considere le probleme de minimisation du critere sur horizon fini

VFu) = IE <Z cbo(u) 4+ p(zV)| 2k = z) . (5.12)

l=k

Ici u* est la valeur de la commande au temps k; pour donner un sens & ce probleme, il
faut spécifier I'information dont on dispose au temps k pour choisir la valeur de u*. Nous
allons nous limiter au cas de I’observation compléte, dans lequel 1'état 2 est connu. Ceci
permet de choisir u* fonction de ’état x*, et bien stir du temps k. Autrement dit, on
choisit une stratégie de retour d’état. Posons

On notera u; la commande adoptée (au temps k) par la stratégie feedback u € U si Iétat
est 4, et M(u) la “matrice” de terme générique M,;;(u;). On considere donc le probleme
de calcul d'un retour d’état optimal

Vh = inzgvf(u), i=1,...m. k=1,...,N. (5.14)
ue

Proposition 5.4 La fonction valeur V¥, solution du probléme (5.14) avec observation

compléte, est solution du principe de programmation dynamique

VF = inf {cf(u)+Zij(u)vk+l}, i=1,....m, k=0,....N—1,
J

uelU;

(5.15)
VN = o.

De plus, l’ensemble UF (éventuellement vide) des commandes optimales a l'instant k
lorsque x* =i est

ueU;

UF = argmin {cf(u) - Z MZ(U)V’““} : (5.16)
J

Démonstration. On raisonne par récurrence. Il est clair que V¥ = ¢. Fixons k < N
et i € {1,...,m}. Si ¥ = i, d’apres I’équation de Kolmogorov arriere, le choix de la
commande u & l'instant k& donne la valeur cf(u) + > M} (u)V**1. On obtient donc V;*
en prenant I'infimum de cette quantité, et une commande est optimale si elle appartient

a I'argument du minimum. De plus la quantité

V¥ o < sup [l (u)]| + [V o

est bien bornée. [ ]
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5.1.5 Problemes a horizon infini

Dans cette section, nous supposons la fonction cott et la matrice de transition indé-
pendantes du temps, notées c(u) et M(u), et le colit actualisé avec un coefficient 5 €]0,1][.
Le théoreme suivant caractérise les politiques optimales, et montre en particulier qu’on
peut se limiter aux politiques feedback stationnaires (la commande ne dépend que de
I'état mais pas du temps).

Théoréme 5.5 (i) Dans le cas de l'observation complete, la fonction valeur définie par

V= irelzij {; B e (ug)]2” = z} , i=1,...,m, (5.17)

ou (8 €]0,1], est solution unique de l’équation de programmation dynamique : trouver v €
IR™ tel que

v; = 8 inf {Ci(u) + ZMij(u)v}, i=1,...,m. (5.18)

ueU;

(ii) Soit € > 0 et u € U une politique telle que, pour tout i,
B (Cz(uz) + Z M;; (Uz)’U*> <l +¢el. (5.19)
J

Posons e’ := (1—(3)"te. Alors la politique u est &' sous optimale, dans le sens ot la valeur
associée V' satisfait
V<ot 4 el (5.20)

(ili) Supposons, pour tout i et j, U; métrique compact et les fonctions c;(u) et M;;(u)
continues. Alors il existe (au moins) une politique optimale.

Démonstration. a) Montrons d’abord que (5.18) possede une solution unique. Cette
équation est de la forme v = Tw, avec

ueU;

(Tw); := (3 inf {cl-(u) + ZMij(u)w} : (5.21)

Montrons que 7' est un opérateur contractant dans ¢>. On a

[Twlloe < B(llelloe + [wlloo),

ce qui montre que 7" est un opérateur de £*° dans lui méme. Avec (1.26) et étant donnés
w et w' dans £°°, utilisant le fait que la somme des éléments d’une ligne de M (u) vaut 1,
il vient : .
[(Tw'); = (Tw)i| < B Sup D 1My () (' = w)j] < Bllw’ = w]|ee.
ucl;
i j=1
En conséquence, T est une contraction de rapport 3 dans £°°. Il découle alors du lemme
5.2 que I'équation (5.18) a une solution unique v*.
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b) Soit u € U une politique et V' la valeur associée, solution de V' = §(c(u) + M (u)V).
Montrons que v* < V. En effet, soit ¢ € {1,...,m}. Utilisant

v* < Be(u) + M(u)v®), (5.22)

il vient

v =V < BM(u)(v* = V). (5.23)

Le lemme 5.3 assure que v* <V, comme il fallait le démontrer. Nous avons montré (i).
¢) Soit € > 0. Si ¢ > 0, par définition de v*, il existe une politique @ telle que @; satisfait
(5.19) pour tout i. Revenons au cas general ol ¢ > 0. Notons V la valeur associée a la
politique 4. Utilisant V = 8(c(@) + M (@)V) et (5.19), il vient

V —v* <el+ BM(a)(V —v*). (5.24)

On en déduit (5.20) avec le lemme 5.3. D’autre part, on sait que v* < V' pour toute valeur
V' associée a une politique.

(iii) D’apres le point (ii), I'existence d’une politique optimale équivaut a la possibilité
d’atteindre, pour tout état ¢, I'infimum dans (5.18). Montrons que ceci est conséquence
des hypotheses du point (iii).

Pour i fixé, notons {u?} une suite minimisante. Puisque U est métrique compact,
extrayant une sous-suite si nécessaire, on peut supposer que la suite converge vers @ €
U. A tout € €]0,1], on peut associer une partition (,J) de {1,...,m}, telle que I est
de cardinal fini et » .., M;;(u) > 1 — 15. Puisque I est fini, pour ¢ assez grand, on a
Yoier Mij(u?) > 1 —¢, etdoncZZeJ (q)gs.Delé

q

A = |limsup(c(u) + ZM” —cj(u;) — ZMU(Q Vv
J

= hmsupz i (whV; — M (a)V;)

jeJ
< limsup ) [My(u?) = My (@)[||V]|oe < 26|V o
T jes
Ceci prouve que
(c(w)+ M(u)V), = inf (c(u) + M(u)V),, (5.25)

uelU

d’otn (iif).

5.1.6 Algorithmes numériques

Dans le cas de problemes avec horizon infini, on peut mettre en ceuvre un algorithme
itératif de calcul de v a partir du principe de programmation dynamique. La méthode la
plus simple est 1'itérations sur les valeurs

vf“ = Ba}blelzg {cl(u) + ZMZ](U)U;I} , i=1,....m, qé€ IN. (5.26)
J
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Ici v? (& ne pas confondre avec la notation v* employée dans le cas de I'horizon fini)
représente la suite formée par ’algorithme.

Proposition 5.6 L’algorithme d’itération sur les valeurs converge vers la solution unique
v* de (5.18), et on a
[v? = v"[loo < B[0° = V"]l (5.27)

Démonstration. Soit 7" l'opérateur construit en (5.21). Nous avons montré (dé-
monstration du théoreme 5.5) que T' est contractant de rapport 3 dans la norme du max.
L’algorithme d’itération sur les valeurs s’écrit v¢ = Tv?!. On conclut avec le lemme 5.2.

Dans le cas assez fréquent ou (3 est proche de 1, 'algorithme d’itération sur les va-
leurs peut étre tres lent. Une alternative intéressante est 1’algorithme d’itérations sur les
stratégies, ou algorithme de Howard. On fera I’hypothese suivante :

U est métrique compact
Les fonctions ¢;(u) et M;;(u) sont continues pour tout i et j.

(5.28)

Chaque itération de l'algorithme comporte deux étapes:
— Etant donné une stratégie u? € U, calculer la valeur v? associée, solution de I’équation
linéaire
v? = B(c(u?) + M (u?)v?). (5.29)

— Calculer u?*! solution de

q+1 .
Z E: —1,...m. 5.30
Eargirélr:{c } ) m (5.30)

Proposition 5.7 On suppose (5.28). Alors l'algorithme d’itérations sur les politiques,
initialisé avec une politique u® € U quelconque, a les propriétés suivantes :

(i) Il est bien défini,

(ii) La suite v? décrolit,

(iii) Elle vérifie ||v?™ — v*|| < Bl|v? — v*||, ou v* est la fonction valeur, unique solution
du principe de programmation dynamique (5.18).

Démonstration. (i) Vérifions que 'algorithme est bien défini. Le systeme linéaire
(5.29) a une solution unique, car c’est 1’équation de point fixe d'un opérateur contractant
(lemme 5.2). Utilisant les arguments de la démonstration du théoreme 5.5, on vérifie que
le minimum dans la seconde étape est atteint en raison de (5.28).

Par ailleurs, la suite v? est bornée dans £*° car la relation

[07]]o0 < Blle(w) oo + [[M (u?)v]]o0) < B(lle(w)]loo + [[07]]00)

donne 'estimation

[Vl < (1= 58)"Bllc]l- (5.31)
(ii) Les relations (5.29) et (5.30) impliquent
ﬁ—l(vqﬂ —vq) = c(u q+1) ( q+1) q+1 —c(uq) _ M(uq)vq,

(u
< C(uqul) +M(uq+1)vq+1 C(uqul) _ M(uﬁl)vq,

— M(uqul)(Uqul _ Uq)’
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et donc vit! — v? < 0 d’apres le lemme 5.3.
(iii) Notons 97 la valeur calculée a partir de v?, par I'itération sur les valeurs. On
sait que ||[09T! — v*|| < B||v? — v*||. Puisque v* < v¥*1] il suffit d’établir que v < et

Or
ﬁ—l(vqﬂ _ @q+1) — c(uq+1) + M(uq+1)vq+1 _ (c(uq+1) _ M(uq+1)vq),
M(uqul)(qurl _ Uq)'
D’apres le point (ii), v < v?; donc vt < et -

Remarque 5.8 La démonstration précédente montre que l'itération sur les politiques
converge au moins aussi vite que l'itération sur les valeurs.

5.1.7 Problemes de temps de sortie

Soit € une partie de {1,...,m}, et considérons une chaine de Markov (sans commande)
de matrice de transition M. Soit 7 le premier instant de sortie de {2:

7:=min{k € IN; 2" ¢ Q}. (5.32)

Bien entendu, 7 est une variable aléatoire. On considere la fonction valeur, ou i €

{1,...,m}:
T—1
Vi:=IE (Z B e + BT |20 = z) . (5.33)

k=0

Proposition 5.9 On suppose c et ¢ dans >°. Alors l’espérance ci-dessus est bien définie,
et La fonction valeur du probléme de temps de sortie appartient aussi a £°°, et est solution

unique de [’équation
- )

Uy = @i, i ¢ Q.
Démonstration. Elle est similaire a celle des propositions précédentes. ]

Considérons maintenant le cas de la chaine de Markov commandée de probabilité de
transition M;;(u), avec u € U;, ensemble métrique compact, et les fonctions ¢;(u) et M;;(u)
continues. On considere le probleme de minimisation du critere avec temps de sortie

T—1
Vi = irellflE {;Bk“c(u)mk + BT e |20 = z} ) (5.35)

dans le cas de I'observation complete.

Remarque 5.10 Si c est le vecteur de coordonnées toutes égales a 1, et si ¢ est nul, alors
le critere s’interprete comme une mesure du temps de sortie. Le probleme est alors dit a
temps minimal.
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Proposition 5.11 On suppose sup,cy |ci(w)| fini et ¢ borné. Alors la fonction valeur
du probléme avec temps de sortie est solution unique de l’équation de la programmation

dynamique
T f i ( € Qa
vi =0 inf { Z J} ! (5.36)
Uy = ¥y, i ¢ Q.
Démonstration. Elle est similaire a celle des propositions précédentes. |

L’extension des algorithmes d’itérations sur les valeurs et sur les politiques a la situa-
tion étudiée ici ne présente pas de difficulté.

5.1.8 Problémes avec décision d’arrét

Nous étudions un probleme de commande similaire a celui de la sous-section précédente,
ajoutant la possibilité d’arrét a tout instant, avec un cout d’arréet ¢ € IR™.

Soit 2 une partie de {1, ...,m}, et soient une chaine de Markov commandée de matrice
de transition M;;(u), avec u € U, ensemble métrique compact, et les fonctions c(u) et
M;j(u) continues. On note 7 le premier instant de sortie de 2, et 6 I'instant de décision

d’arrét. Posons
1 osid<T,
X6<m =1 0 sinon ,

et adoptons une convention similaire pour yg>,. On considere le probleme de minimisation
du critere avec temps d’arrét

ONT—1
V; = inf IF { > B e(u)pr + B'Xo<rtho + BT X0z rpar |2’ = 2} : (5.37)

ueld
k=0
dans le cas de I'observation complete.

Remarque 5.12 Le cadre de cette section recouvre plusieurs situations intéressantes: (i)
ensemble 2 égal a 'espace d’état, (ii) U; réduit a un point pour tout i: la seule décision
est d’arréter ou non, (iii) stratégie optimale pouvant étre de ne jamais arréter le jeu.

Théoréeme 5.13 On suppose sup,,c; |ci(u)| fini et ¢ et ¢ borné. Alors la fonction valeur
v du probleme de temps d’arrét est solution unique du systéme

(i) v; = min <ﬁ ulélfl { u) + ; Mij(’u)’uj} ,%’) , e, (5.38)
(i) v =, i€ Q.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle des sections précédentes;
contentons-nous de démontrer que ’équation 5.38 a une solution unique v*. Définissons
I'opérateur 1" de IR™ dans lui méme par

(Tv); = min (ﬁ ulgfl { u) + ; Mij(u)vj} ﬂﬁz‘) , 1€, (5.39)

(TU)Z = ¥4, [ g Q)
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alors pour la norme du max, 7" est une contraction stricte de rapport 3, et a donc un
unique point fixe v*. Ceci établit I'existence et 'unicité de la solution de (5.38). |

Les arguments qui précedent assurent la convergence de 1'algorithme d’itérations sur
les valeurs, qui s’écrit, en reprenant les notations de (5.39),

vt = T (v9), (5.40)

ou encore

v?™ = min (5 ulgfl { u) + ; Mij(u)v;]} ’¢Z> , 1€4, (5.41)
U;]—l—l = ¢;, [ ¢ Q.

En ce qui concerne 1’algorithme d’itérations sur les politiques, on peut écrire un algo-
rithme de principe sous la forme suivante :
1. Choisir arbitrairement la stratégie initiale u° € U.
Poser ¢ := 0.
2. Etant donné une stratégie u? € U, calculer v? solution de

v = min (5 {cl(uf) + ; Mij(ug)%q} ’wi> , 1EL (5.42)

3. Calculer u*! solution, pour tout 7, de

ult! M( 5.43
€ arg umelr: {cl + Z i ( } (5.43)

4. q:=q+ 1, aller en 1.
Nous admettons la proposition suivante, dont la démonstration, extension de celle de
la proposition 5.7, utilise (1.27).

Proposition 5.14 L’algorithme ci-dessus, initialisé avec une politique u° € U quel-
conque, est bien défini, et forme une suite de wvaleurs v? décroissante, et qui vérifie
|0t — v*|| < Blv? — v*||, ot v* est solution unique de (5.38).

5.1.9 Un algorithme implémentable

L’algorithme d’itérations sur les politiques que nous venons de présenter nécessite
a chaque itération la résolution de 1’équation non linéaire (5.42), ce qui peut étre tres
cotiteux. Nous allons formuler un autre algorithme, itérant sur les politiques, dans lequel
on ne résout qu'une équation linéaire a chaque itération. L’idée est de calculer v? solution
de I’équation linéaire

vl =13 ( +ZMU g), iell,
:wia ZEQ\Iq
= ¥, ZgQ

(5.44)
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L’ensemble 19, inclus dans €, est une prédiction des états ¢ pour lesquels la contrainte
v; < 1; n'est pas active a 'optimum. Il doit étre mis a jour. Ceci conduit a l'algorithme
suivant :

1. Choisir arbitrairement la stratégie initiale u° € U.
Calculer 9° solution de 1’équation linéaire

=3 (ci(u?) + ; Mij(“?ﬁ?) , 1EL, (5.45)

Calculer v° comme suit :

v = min(d)4;), i€ Q,
& i g0 (549
Poser g := 0 et
"= {i e ) <} (5.47)

2. Faire q := ¢ + 1. Calculer u? solution de

ueU;

ul Eargmm{cl +ZM” v~ 1}, i=1,...,m. (5.48)
3. Poser

I7.= 1971y {z e, 3 ( +ZMM j 1) wl} ) (5.49)

4. Calculer v?, solution de I'équation linéaire (5.44).
Aller en 2.

Proposition 5.15 L’algorithme ci-dessus forme une suite de valeurs v? décroissant vers
la solution unique v* de (5.38).

Démonstration. a) Montrons la décroissance de v?. S’il n’en est pas ainsi, soient
g € IN et i € Q tels que vf“ —ov! > 0. Etant donné ¢ > 0, on peut supposer que
(VT —v%); > sup; (vt — v9); — e. Par ailleurs, i € 197" (sinon vq+ et v sont égaux a

;). Donc
vt =5 <C¢(ug+1) + Z Mz‘j(ungl)”?H) ' (5.50)

J

Posons w := v4t! — 9%, et distinguons deux cas. Si i € 19, alors

Ui - ( + ZM’U ) ; (551)
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et donc avec (5.48)
w = f (ci(u;?“) )M (el = (uf) = ) Mz‘j(“?)”?) :
< g (Z Mij(uq+1)wj> < B(w; +¢€),
J

ce qui donne la contradiction recherchée pour € > 0 assez petit.
Si, au contraire, i € I, alors v] = 1; et, par définition de 9", on a

3 (ci(ugﬂ) + Z M;; (u?“)v?) < b = v} (5.53)

J

(5.52)

Donc

w; = B(cz( 4D My (ud "“) — i,

J

< (el ™) 2 Mg f o™ — i) = 0 Mig(uf et

ce qui permet de conclure de la méme maniere.

b) On peut montrer, par des arguments déja employés, que la suite v? est bornée. Puis-
qu’elle est décroissante, elle converge vers une valeur ©. De méme, [? étant croissant,
converge vers un certain I*. Enfin par compacité on a la convergence de u? vers u € U
pour une sous suite. Passant & la limite dans (5.44)!, il vient

b= 8 (cili) + 3, Mig(@)i;) . i€ I,

De plus la décroissance de v? implique

(5.54)

b < b, i€l (5.56)

et le passage a la limite dans (5.49) donne

5} (Cz(az) + Z Mu@z)@) >y, 1€ Q\I" (5.57)

Les trois relations ci-dessus impliquent que v est solution de (5.38), donc est égale a la
fonction valeur v. u

Remarque 5.16 L’algorithme présenté dans cette section peut s’avérer lent si la mise
a jour de I'ensemble /9 n’est pas assez efficace. On peut y remédier, soit en introduisant
quelques itérations sur les valeurs (peu couteuses, comparées a la résolution du systeme
(5.45)), soit en s’inspirant des algorithmes de résolution de problemes de complémentarité
linéaire, par exemple ceux basés sur les points intérieurs.

1. Par des arguments similaires & ceux employés dans la démonstration du théoreme 5.5(iii).
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5.2 Problemes en temps et espace continus

5.2.1 Position du probleme

Etudions le probleme de commande optimale stochastique

( Min]E/OOO O(y(t),u(t))e Mdt;

(P2) dy(t) = Fy()u(®)dt + o(y(t)u(t)dw, u(t) € U, te[0,00],

( Yo =1T.

Dans ce probleme nous retrouvons les ingrédients du probleme de commande optimale
déterministe: le taux d’actualisation A > 0, les fonctions ¢ : R" x IR™ — IR et f :
R" x R™ — IR™, tandis qu’apparaissent o(-,-), application de IR™ x IR™ vers ’espace
des matrices de taille n x r, et w, brownien standard de dimension r. On suppose dans la
suite ¢, f et o lipschitziens et bornés.

Rappelons qu’un mouvement brownien standard (scalaire) sur I'intervalle de temps IR,
est une variable aléatoire IR, — IR telle que (i) ses accroissements sont indépendants,
(ii) w(0) est gaussien de moyenne nulle, et (iii) si 0 < s < ¢ < oo, alors w(t) — w(s) est
gaussien de moyenne nulle et variance ¢t — s. Un brownien standard de dimension r est un
vecteur aléatoire dont les composantes sont des mouvement brownien standard scalaires
indépendants.

L’étude de ce probleme comporte deux phases: I’analyse mathématique, qui conduit a
une équation HJB avec un opérateur différentiel du second ordre, et I’analyse numérique
de cette équation HJB. Nous allons commencer par présenter une version en temps discret
du probleme, qui permettra une dérivation formelle de ’équation HJB.

5.2.2 Probleme discrétisé en temps

Soit hg > 0 le pas de temps. Considérons le probleme de commande optimale stochas-
tique en temps discret et espace continu:

(

Min I/ {ho Z(l + )\ho)_k_lf(yk,uk)} :

k=0

Ykt1 = Yk + hof (Yrur) + Vho o (yr,ur) dwy,, ux € U, k € IN;

L Yo = T.

Ici dwy, € IR" est un vecteur aléatoire dont les coordonnées sont des tirages indépendants
de &1 avec probabilités égales, donc de moyenne nulle et variance unité. Le terme /Ay fait
que, pour hy assez petit, si la iéme ligne de o (yg,ux) n'est pas nulle, alors 'essentiel de la
variation de la ¢éme composante de I’état est due au bruit. Par ailleurs si 0 < s <t < o0,
s = kohg et t = kihg, alors Zz!ki dwy, est une variable asymptotiquement gaussienne, de
moyenne nulle et variance ¢ — s, ce qui est cohérent avec le probléeme continu.
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A la différence du cas déterministe, il faut préciser quelle information est disponible
quand on prend la décision u* & linstant k. Par exemple, si les tirages sont connus
d’avance, on se retrouve dans une situation déterministe. En général le tirage dw; n’est
pas déterminé jusqu’a l'instant k + 1; I'information sur ce tirage et sur ’état y, peut étre
totale, partielle ou nulle. I1 y a donc une variété de situations possibles.

Dans la suite nous supposerons que la décision uy, se fait en connaissant 1’état vy, mais
pas les tirages dw;, pour ¢ > k: c’est le cas dit de I’observation compléte. Compte tenu de
I'invariance en temps du probleme, ceci conduit a chercher une commande sous forme de
retour d’état (feedback). Autrement dit I’ensemble U des commandes admissibles est celui
des applications u = u(y) de IR™ vers U. A u € U est associé un cofit V" (z,u) vérifiant la
relation suivante (noter que I'espérance ci-dessous se réduit a la somme de deux termes)

Vi (z.0) = (1 4+ Mho) ™2 <h0€(x,u) +E (V(x +hof(zu) + Jﬁoa(x,u)awo))) . (5.58)

On pose
V() := inf V" (zu). (5.59)

uelU

Le principe de programmation dynamique s’écrit
V(@) = (1+ Aho) ™" inf {hoe(x,u) +E (vu« + o f(z.u) + \/hoa(x,u)éwo)) } . (5.60)
ue

Supposons V" de classe C?, et de dérivée seconde uniformément bornées sur IR", uni-
formément par rapport a hg assez petit. Alors

"0(x + hof (z,u) + Vhoo (z,u)dw),
ho(x) + hoDV () f(z,u) + Vhe DV ()0 (2,u)dwg (5.61)
%hODZVhO () (o (x,u)dwg,o(z,u)0wg) + o(hy).

A

V
=V
_'_

Si A est une matrice n x n et z € IR", on a 2’ Az = traceAzz". Utilisant cette relation,
il vient

DV (2) (o (x,u)dwo,0 (z,u)dwy) = trace (D*V" (z)o(z,u)dwodwg o(z,u)") . (5.62)
Posons
a(z.u) = Lo(zu)o(zu)’. (5.63)

La matrice n X n a(x,u) est symétrique et semi définie positive. Puisque w est de moyenne
nulle et variance unité, on a, avec la relation précédente :

E(A) = V" (z) + hgDV"(2) f(z,u) + ho trace (D*V"™(z)a(z,u)) + o(hy). (5.64)

Noter que

n

trace (D*V"(z)a(z,u)) = Z ai; (x,u)Dﬁﬂj V(). (5.65)

Introduisons le hamiltonien H :

H (z,p,Q) = irelg{é(:p,u) +p- f(x,u) + trace(a(z,u)@Q)}. (5.66)
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Ici p € IR™ et @ est une matrice symétrique n x n. L’exposant ¢ fait réference au terme
du deuxieme ordre qui fait la différence avec le cas déterministe, voir (3.17).
Combinant avec le principe de programmation dynamique (5.60), il vient :

AVho(2) = H(2,DV™(2),D?*V"(2)) 4 o(1). (5.67)

Passant a la limite quand hg | 0, on obtient formellement 1’équation HJB du probleme en
temps continu:

NV (z) = H? (x,DV (z),D*V (x)), (5.68)

ou encore

AV (z) = inf {{(zu) + f(z,u) - DV (z) + trace(a(z,u)D*V (z))} . (5.69)

uelU
Lorsque o(x,u) est identiquement nul, on retrouve bien 'équation HJB (3.22) du cas
déterministe (avec ici C' = 0).
Dans le cas d'un probleme avec horizon fini T" et sans terme d’actualisation, une discus-

sion analogue a celle de I’horizon infini permet d’obtenir une équation de Hamilton-Jacobi-
Bellman du probléeme continu, dont est solution la fonction valeur en temps rétrograde

W(z,s) :=V(x,T —s).

Cette équation s’écrit :

{ DWW (z,t) = H° (z,D, W (z,t),D2, W (x,t)), (x,t) € R"x]0,T], (5.70)
W(ZL‘,O) = (p(ZL‘), VzelR", .
D W (z,t) = infyep {l(z,u) + f(z,u) - DW (x,t) + trace(a(z,u) D*W (x,t))},
(x,t) € R"x]0,T7, (5.71)
W(x,0)=  ¢(z), YaeR"

Nous allons étudier la résolution numérique de cette équation par des schémas aux
différences finies, en commencant par le cas d’un état scalaire.

5.2.3 Schémas monotones: dimension 1

On note hg, hq, etc les pas de discrétisation en temps et suivants les variables d’espace
x1, etc. Nous discutons les schémas de résolution de problemes a horizon infini.

Présentons une extension de I'algorithme décentré, dans lequel on approxime la dérivée
seconde en espace (suivant la direction de z;) par (D%w§ — D%w5)/h;, soit la différence
divisée centrée

1
0,0k k k k
D>yt = 73 (wiy —2w; +wj_y).

Le schéma décentré s’écrit alors

Vj—1 —Yj

Av; = inf {E(xj,u) + f(xjau)er + [ f(j,u)-| n
! } (5.72)

uelU hl

L — Qs .
Faay ) T

ht
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Introduisons un pas de temps fictif hg > 0, par lequel on multiplie ’équation ci-dessus.
Ajoutant v; a chaque membre, et ordonnant les expressions suivant v;_, vj41 et vj4q1, on
obtient ’expression équivalente

h h
Av; = inf ¢ hol(z;u) + |1 — —0|f(xj,u)| - 2—0a(x]~,u) or
ho ho hO hO .
+ h—1|f(xj,u),| + h—%a(xj,u) Vi1 + h—lf(xj,u)+ + h—%a(xj,u) Vit ¢
On pose
[flle :==" sup [f(zu)l; llallec:= sup la(zu)l. (5.74)
(z,u)eRXU (z,u)eRxU
Proposition 5.17 (i) Le schéma (5.72) posséde une solution unique, telle que
V]l < ATH|]loo- (5.75)
(ii) Si ho vérifie la condition de stabilité
ho 2ho 1o
— — <1 .
P+ Sl < 1, (5.76)

alors (5.73) est une équation de point fixe contractant pour la norme uniforme, de rapport
de contraction (1 + Ahg) ™.

Démonstration. La démonstration est semblable a celle de la proposition 4.6. La
condition de stabilité assure que, dans la formule (5.73), les poids de v; et vj1; sont
positif, ce qui permet d’établir que c¢’est une équation de point fixe contractant et d’obtenir
I'estimation (5.75). |

Remarque 5.18 Le terme dominant dans la condition de stabilité est lié¢ a f si hy est
grand par rapport a 2||a|loo/||f|lco (discrétisation spatiale grossieére), et au terme de dif-
fusion si hy est grand par rapport a 2[/a||e/|| fllco (discrétisation spatiale fine). Dans ce
dernier cas, le pas de temps maximum respectant la condition de stabilité est de l'ordre de
+h}/||al|s, donc beaucoup plus petit que dans le cas déterministe (ou il vaut hy /|| f||«)-

Remarque 5.19 La condition de stabilité assure la positivité des poids de v; et v;4+1 dans
(5.73), ce qui permet de reconnaitre dans cette expression le principe de programmation
dynamique du probleme de commande d'une chaine de Markov dont les probabilités de
transition sont précisément les poids de v; et vj41.

Remarque 5.20 L’étude de la convergence de ce schéma est trop complexe pour étre
traitée ici. On se reportera aux notes de fin de chapitre.

Dans le cas de dimension d’espace supérieure a 1, on sait seulement donner des réponses
partielles au probleme de discrétisation par différence finie de I’équation HJB. Nous allons
poser le probleme et établir quelques résultats.
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5.2.4 Différences finies classiques

Nous abordons 1’'études des schémas de discrétisation pour le cas de la dimension
d’espace n > 1 par des schémas de différences finies. Notons D; les dérivées par rapport
a x;, et on adopte le méme type de convention pour les dérivées d’ordre supérieur. Pour
approximer D;; on utilise encore la formule centrée

Vjtre; — 20j + Vj—e;
- :
hi

Pour alléger les formules il convient de noter d1;, 01 ;4%, etc les opérateurs de translation
de *+ une coordonnée dans la direction 7, k, etc; ainsi

2 ~
D“'UJ ~

0iVj = Vjtess  0i,—kVUj = Ujtes—ey-

Avec cette notation 'approximation de D;; est
D2 ~ m
i 12 .

Pour le calcul des dérivées croisées (i # j), plusieurs choix sont possibles. Par exemple,
utilisant le développement, pour ® régulier,

%DQCID(x)((hZeZ + hkek),(hiei + hkek)) + O(h? + hz),

et procédant de méme pour ®(z + h;e;) et P(x + hyer), on déduit le choix
Gi ke + 00 — 0; — Oy,
hihy ’

qui fait intervenir les quatre points du “rectangle en haut a droite”. On peut écrire une
formule similaire faisant intervenir les points du rectangle opposé:

O_i—k+ 00 —0_; — 0y

hihy, '
Il est classique de centrer 'estimation en prenant la moyenne des deux, ce qui donne
Oik +0_i—f+ 200 — 0 — 0 —0_; — 0
2h;hy, '

Mais on peut aussi bien faire intervenir les estimations basées sur les deux autres rec-
tangles :

(5.77)

2
Dik;

2
DikN

D2 ~ (5.78)

O; + 0, +0_; +0_p — 5i,7k — 5,@]g — 209
2h;hy, ’
Le point important est que ces deux formules font apparaitre les points 04, 1 avec des
poids positifs dans le premier cas, et négatifs dans le second. Soit D®% 1a matrice n X n
d’opérateurs aux différences définie par
(0; — 200+ 0_;
hi
Qi + 0k +200 —0; — 0, — 0y — 0,

2
DikN

(5.79)

si 1=k,

lA)fk’“ = T st aip(z,u) >0,
8 G+ 0+ 0 = 8p — Gip — 20

\ 2h;hy,

sinon.
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~1/2 T 1/2

1/2 L ~1/2

Fi1G. 5.1 — Poids de l’approximation de Dl-zj scas ot a;; >0

Pour les termes du premier ordre, on reprend le principe du décentrage exposé dans le
cas de la commande optimale déterministe: & (z,u), associons D@ € JR™ défini par

Yjtes —Yj si fi(zu) >0,

prilzu) o _hqi}j_e_ ' (5.80)
T’ sinon.
Considérons le schéma discret
v = rune1(51 {ﬁ(xj,u) + flzju) - DM@y, 4 Z aik(:cj,u)Df,;”Uj} . (5.81)
ik=1

Multipliant ’équation par un pas de temps fictif hy, ajoutant v; a chaque membre, et
réordonnant les expressions, il vient

Avj = min{hof(xj,u) )
+<1_Z |fz xja QZ 2|azz Tj,U |+Zhh |az/€ xj’ )|>
=1 Z
Z < |fz x_]’ |+ au xja Z h h |aZ/€ l'], )|> Vj—e;
k;ﬁz
Z ( fz .I'], a’” 33'], Z h h ‘aflk Zj,U )|> Vjte;
k#i

3 O o) Whorren + Vmeimn) + l0l230)| (0 + vj_eﬁek)]} .
1>k
(5.82)
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On peut introduire une mise a 1’échelle de f et a:

fi(ru) = ff(Zi’“); ol () = QZ(ZU) : (5.83)

d’ou I'expression équivalente

(14 Aho)v; = min{ho U(x),u)

(1_h02‘fh Zj,u ‘_2h02|au Tj,U |+h02|azk Lj,U )

i#k
+h0 Z <|fzh($ja ) | + (l 17]7 Z |a’zk l’], ) Uj—ei
- - (5.84)
+h0 Z (fzh(x]? )+ + azz 33'], Z ‘a’zk Lj,U ) Ujte;
i=1 k#i

+ho > [ali(@5,0) 4 (Vjserte, + Vimeimer) 1l (25,1) | (Vj4er—ep + Vicire)] } :

>k

Proposition 5.21 On suppose que les pas d’espace hy, ... h, sont tels que, pour tout
(z,u) € IR x U, la matrice de terme général al (z,u) est diagonale dominante. Alors
(i) Le schéma (5.81) possede une solution unique v, telle que

[V]loo < ATH|]loo- (5.85)

(ii) Si hy vérifie la condition de stabilité

ho [Z |fz 17]’ ‘|— Z ( |au l‘j’ Z |azkhlf'zka )

alors (5.73) est une équation de point fixe contractant pour la norme uniforme, de rapport
de contraction (14 Ahg) ™!

<1, (5.86)

Démonstration. La démonstration est une extension simple de celle de cas mono-
dimensionnel (proposition 5.17). [

Si la matrice a”(x,u) n’est pas diagonale dominante, le schéma présenté ci-dessus ne
convient pas. Une solution possible est de faire intervenir davantage de points dans le
schéma.

Quand h tend vers 0 de maniere a respecter la condition de diagonale dominante de
a", on obtient la convergence des valeurs discretes vers la valeur du probleme continu :

voir [21].

5.2.5 Différences finies généralisées

Dans cette approche, qui généralise la méthode usuelle de différences finies présentée
dans la section précédente, le point de départ est 'approximation de la dérivée seconde
de la fonction valeur suivant une direction quelconque.
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Soit @ : IR" — IR de classe C?. La dérivée seconde de ® en x € IR™ dans la direction
d € IR™ est par définition la quantité

D*® ZDM z)d;dy,.

i,k=1

Il vient avec la formule de Taylor

D20(x)(dd) = lim O(z + td) — 29(z) + P(z — td)'

t10 12
En particulier, étant donné & € Z", notons
Ae® = D(z1¢) — 20 (2;) + P2 ¢)-

Il vient, pour tout j € Z",

Z hihi&i&k Dy 0, @(5) + o([[21%). (5.87)

i,k=1

Ainsi on peut approcher la courbure de @, suivant une direction égale a la différence entre
deux points de la grille discrete, par une combinaison des valeurs de ® en trois points de
la grille. On peut alors se poser le probleme d’approcher la partie principale (du second
ordre) de l'opérateur différentiel de 1’équation HJB par une combinaison de tels termes.
Il s’agit de trouver des coefficients o, tels que:

n

S0t AD(y) = D ai(@u)Pays, (25) + o(1). (5.88)

ces ik=1

Ici S est une partie finie de Z", qui représente (a la translation j pres) les coordonnées
des points entrant dans le schéma. Nous verrons qu’il convient de prendre les coefficients
¢ positifs pour obtenir la monotonie du schéma.

Utlhsant (5.87), on voit que ceci sera satisfait pour toute fonction @ si

aje = O((inf h;) %), (5.89)
et
Z O‘;'L,ghihkfz’fk = a?k(l"j,u) +0o(1), pour tout .k, (5.90)
=
ou encore
> ateee” = a"(wju) + o(1). (5.91)

€es
Le schéma correspondant (de discrétisation de I’équation HIB) est

\vj = iglfj {E(:pj,u) + flxju) - DM@y, 4 523 oz;-nggvj} , JEZ". (5.92)
S

Définition 5.22 On dira que le schéma (5.92) est consistant si (5.91) est satisfait, et
fortement consistant si

> attd” = al(wju). (5.93)

£es
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La vérification de la condition de consistance (qui ne va pas de soi) fait 'objet de la
section suivante.

Remarque 5.23 La relation ci-dessus donne une estimation de la taille des coefficients,
qui implique (5.89). En effet, puisque ¢ a des coordonnées entieres, la matrice £€7 a des
éléments diagonaux supérieurs ou égaux a un. Un schéma fortement consistant satisfait
donc
Z aje < trace a"(zju) = O((iI}f hi)~%). (5.94)
¢es

La forme de point fixe correspondante est (comme toujours) obtenue en multipliant
la relation (5.92) par un pas de temps fictif hgy, puis en ajoutant v; a chaque membre,
et enfin en divisant par 1 + hoA. Reprenant la notation f" définie en (5.83), on obtient
I'expression suivante, & comparer a (4.23) dans le cas déterministe:

v; = (1+ Ahg) ™! inf {hOE(xj,u) + (1 —ho > _ | fl(xj.u)| — 2h Za;{§> v;
=1

£es

n n
+ho ST (@) 1 0i e+ ho D (@g0) vy e+ ho Y ale(vy e + ’Uj+£)} :
i=1 i=1 €es
(5.95)
Comme dans le cas déterministe, il apparait que le membre de droite représente une
application contractante, de constante (1+ \hg)™?, si le coefficient de v; est positif, ce qui
est assuré si la condition de stabilité suivante est satisfaite :

ho (i H%ZH +2 sup (Z (1}%)) < 1. (5.96)

y n
JEL™ uelU ces

On peut combiner cette relation avec (5.94) pour en déduire une estimation du pas de

temps: hg = O((inf; h;)~?).

5.2.6 Analyse de la condition de consistance forte

La condition de consistance forte (5.93) revient, puisque les coefficients o, doivent étre
positifs, & vérifier que a”(x;,u) appartient au cone engendré par 1'ensemble {£€7;¢ € S}
Nous allons caractériser ce cone dans quelques situations simples. Pour cela, quelques
définitions s’imposent.

Définition 5.24 Soit ¢ € IN, ¢ > 0. (i) On dit que C' C IR? est un cdne si, pour tout
t>0etce C,onatee C.(ii) Soient ¢i,...,c. dans IR?. On appelle cone convezxe
C engendré par cq, . ..,c, I'ensemble des combinaisons linéaires positives de c¢q,...,c.. On
dit que ¢y, ...,c. est un générateur de C. (iii) On appelle générateur minimal de C' un
générateur de C' ne contenant pas strictement un générateur de C.

Définition 5.25 Soit C' un cone convexe fermé de IR?. On appelle cone polaire de C'
I’ensemble
Ct:={yeR% y-x>0, pourtout z € C}. (5.97)

C’est un cone convexe fermé.
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Voici un résultat important d’analyse convexe, que nous admettrons (voir par exemple
[27].

Proposition 5.26 Soit C' un cone conveze fermé. Alors (i) il coincide avec son cone
bipolaire (CT)T, (ii) Si C' a un générateur fini, il en est de méme pour CT.

Il résulte de cette proposition que, si C' est un cone convexe fermé de générateur fini,
et il existe donc un générateur fini cf, ... ,c; du cone polaire, alors C' est caractérisé par
les inégalités linéaires en nombre fini

C={zeR; ¢ -z>0,i=1,...0"}. (5.98)

On notera C(S) le cone engendré par les {£€T, € € S}. Considérons le cas o1 S est de la
forme S, avec

Sy = {g e {-1,0,1}" Z lGi| < p} : (5.99)
i=1

Autrement dit, on considere les transitions vers les points dont les coordonnées different
d’au plus 1 (les voisins immédiats), avec au plus p coordonnées différentes.

Proposition 5.27 On a les caractérisations suivantes :
(i) Pour tout n > 0, C(S}) est l'ensemble des matrices diagonales semi définies positives.
(i) Pour tout n >0, C(S3) est l'ensemble des matrices a diagonale dominante :

C(Sg) = {A € ./\/lnxn; A= AT; Ay > Z |Aij‘} . (5.100)
J#i

iii) A € C(S3) si et seulement si, pour tout i,j dans 1,...n et p, q dans {0,1} :
3
{ara, 20 (5.101)

Démonstration. Le point (i) est immédiat, et les points (ii) et (iii) résultent de
'analyse de [9]. |

Remarque 5.28 Les résultats de cette section sont liés aux travaux récents de [9]. Une
des questions ouvertes est le calcul rapide des coeflicients ., en particulier pour les
dimensions 2 et 3.

5.3 Notes

La commande optimale de chaines de Markov est discutée dans J. P. Quadrat [28].
E. Altman [3] étudie les problemes avec contraintes en espérance. Le cas ergodique fait
I'objet d'un chapitre de H.J. Kushner et P.G. Dupuis [21].

W. H. Fleming et R. Rishel [17] donnent une introduction générale a la théorie de la
commande optimale déterministe et stochastique. L’approche par solutions de viscosité
est introduite dans P.L. Lions [25]; on en trouvera une synthese dans W.H. Fleming et
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H.M. Soner [18]. J.L. Lions et A. Bensoussan [24] présentent I’approche de la commande
stochastique par les techniques variationnelles d’équations aux dérivés partielles.

Les méthodes numériques pour la commande stochastique sont exposées dans H.J.
Kushner et P.G. Dupuis [21]. On y trouvera en particulier une discussion d’une méthode
d’approximation par chaine de Markov qui inclut les différences finies généralisées. Pour
les problemes de tres grande taille il peut étre utile d’employer des méthodes multigrille,
voir M. Akian [1]. De nombreuses méthodes numériques, dans un cadre de problemes de
finance, sont exposées dans L.C.G. Rogers et D. Talay [29].
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